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Аннотация. 

В работе рассматривается задача численного моделирования изменения 

поверхности фронта при регрессии сложной трёхмерной геометрии. Предложен 

алгоритм геометрической эволюции триангулированной поверхности, 

основанный на последовательном смещении узлов сетки по нормали и 

последующей обработке самопересечений. Разработан каскадный метод 

обнаружения пересечений элементов, включающий фильтрацию по 

ограничивающим боксам, выровненным по осям координат, анализ знаковых 

расстояний и точный тест пересечения треугольников с использованием 

алгоритма Моллера-Трумбора. Представлен подход к восстановлению 
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корректной топологии поверхности с использованием локальной 

ретриангуляции Делоне и удалением выгоревших областей. Реализация 

алгоритма выполнена в виде программного прототипа и протестирована на 

модели со сложной формой внутреннего канала. В результате вычислений был 

получен график изменения площади поверхности фронта горения от номера 

итерации процесса. Полученные результаты демонстрируют работоспособность 

метода при моделировании геометрической регрессии поверхности. 

Ключевые слова: фронт горения, численное моделирование, ограничивающие 

боксы, триангуляция, алгоритм Моллера-Трумбора, знаковые расстояния, 

поверхностная сетка, самопересечения. 
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Abstract. 

This paper addresses the problem of numerical modeling of combustion front surface 

evolution during the regression of a complex three-dimensional geometry. An 

algorithm for the geometric evolution of a triangulated surface is proposed, based on 

the sequential displacement of mesh nodes along the normal direction followed by 

the handling of self-intersections. A cascaded method for detecting element 

intersections is developed, incorporating filtering using axis-aligned bounding boxes, 

analysis of signed distances, and an exact triangle intersection test using the Möller–

Trumbore algorithm. An approach to restoring correct surface topology is presented, 

utilizing local Delaunay retriangulation and removal of burned-out regions. The 

algorithm was implemented as a software prototype and tested on a model featuring a 

complex internal channel geometry. Computational results yielded a graph of 

combustion front surface area change versus process iteration number. The obtained 

results demonstrate the method's functionality in modeling geometric surface 

regression. 

Keywords: the burning front, numerical modeling, bounding boxes, triangulation, 

Möller–Trumbore algorithm, sign distances, surface mesh, self-intersections. 

 

Введение. 

Моделирование движения поверхности фронта горения для сложно  

геометрии является важной задачей прикладной математики и численного 

моделирования [1, 2, 3]. Подобные задачи возникают при анализе процессов 

эрозии, деградации материалов, а также при исследовании регрессии 

поверхностей в системах, где форма объекта с течением времени существенно 

изменяется. Особую важность представляет численное описание эволюции 

поверхностей со сложной топологией, когда в ходе движения возможны 

самопересечения и локальные разрушения структуры. В некоторых работах [4] 
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движущиеся границы описывают с использованием объёмных методов, 

требующих построения трёхмерных сеток. Однако в ряде задач более 

эффективным является явное представление границы в виде 

триангулированной поверхностной сетки. При таком подходе ключевой 

проблемой становится поддержание геометрической корректности поверхности 

в процессе её эволюции. Целью работы является разработка численного 

алгоритма геометрической эволюции триангулированной поверхности, 

описывающего регрессию поверхности сложной формы при её смещении по 

нормали с обработкой возникающих самопересечений. Предложенный 

алгоритм основан на пошаговом смещении узлов сетки, каскадном 

обнаружении пересечений элементов и локальной ретриангуляции. 

Разработанный подход может применяться при моделировании процессов, 

сопровождающихся изменением формы поверхностей сложной геометрии, где 

требуется явное отслеживание границы без построения объёмной расчётной 

сетки. 

Математическая постановка задачи. Согласно [5], поверхность горения 

 описывается уравнением , где  – координата в декартовом 

базисе ,  – время. Движение поверхности фронта горения описывается 

кинематическим уравнением, связывающим изменение функции  во времени с 

пространственным градиентом: 

 

 
 

где  – скорость перемещения точки поверхности. 

Введём нормальную скорость движения поверхности , определяемую 

как проекция вектора скорости на направление внешней нормали : 
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С учётом этого уравнение движения поверхности принимает вид: 

 

 
 

 Данное уравнение описывает эволюцию поверхности, движущейся по 

нормали с заданной нормальной скоростью. Полученную формулу можно 

переписать в следующем виде, подходящем для описания выполнения работы 

по моделированию изменения поверхности фронта горения: 

 

 
 

где индекс  – номер итерации. 

Алгоритм численной реализации. В численной реализации поверхность 

фронта аппроксимируется триангулированной сеткой. Эволюция поверхности 

моделируется дискретно: на каждом шаге узлы сетки смещаются вдоль нормали 

на величину шага регрессии. После смещения возможно нарушение 

геометрической корректности поверхности, в частности возникновение 

самопересечений треугольной поверхности. Для выявления пересечений между 

треугольниками используется каскадный алгоритм, позволяющий сократить 

вычислительные затраты. На первом этапе выполняется проверка пересечения 

ограничивающих боксов (axis-aligned bounding box, AABB) [6], что позволяет 

быстро исключить заведомо непересекающиеся пары элементов. Для 

прошедших предварительный отбор пар выполняется более точная проверка 
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взаимного расположения треугольников с использованием знаковых расстояний 

[7] до плоскостей элементов. На заключительном этапе применяется алгоритм 

Моллера-Трумбора [8], позволяющий точно определить факт пересечения.  

В случае обнаружения пересечения двух треугольников производится 

вычисление точек пересечения их рёбер [9, 10]. В результате вычисления 

формируется набор точек, принадлежащих области пересечения треугольников. 

Для восстановления корректной геометрии выполняется локальная 

ретриангуляция в области пересечения. С этой целью точки пересечения и 

вершины исходных элементов переводятся в локальную систему координат, 

связанную с плоскостью рассматриваемого участка поверхности. На 

полученном множестве точек строится новая триангуляция, например, с 

использованием критерия Делоне [11]. 

После выполнения ретриангуляции исходные пересекающиеся элементы 

удаляются, а на их месте формируется новая согласованная сетка. Для 

обеспечения корректности глобальной структуры поверхности выполняется 

анализ связности элементов и удаление некорректных или изолированных 

компонент, например с помощью поиска в ширину (Breadth-First Search). 

Результат моделирования. Созданный алгоритм моделирования 

поверхности фронта горения формирует результат в виде триангулированной 

поверхности, пригодной для визуализации. Для визуализации использовалась 

библиотека VTK (Visualization Toolkit). На каждом шаге моделирования 

вычислялась площадь внутренней поверхности геометрии, соответствующей 

фронту горения, с последующим построением зависимости площади от номера 

итерации. 

В качестве расчётной области рассматривалась цилиндрическая 

геометрия с формой канала типа finocyl (finned cylindrical) (см. рис. 1, 2).  

 

Дневник науки | www.dnevniknauki.ru | СМИ ЭЛ № ФС 77-68405 ISSN 2541-8327 



2026 

№4 

ЭЛЕКТРОННЫЙ НАУЧНЫЙ ЖУРНАЛ «ДНЕВНИК НАУКИ» 

 

 
Рис. 1. Двумерная схема канала. 

Авторская разработка. 

 

 
Рис. 2. Продольный разрез геометрии. 

Авторская разработка. 

 

Для анализа процесса были выбраны характерные этапы эволюции 

поверхности фронта горения. На начальном этапе (рис. 3, 4) наблюдается 

сближение внутренней поверхности с внешней границей без изменения 

топологии канала. В этот период реализуется прогрессивный режим горения, 

при котором площадь поверхности увеличивается за счёт роста эффективного 

внутреннего радиуса. 
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Рис. 3. Начальный этап (вид спереди и сзади). 

Авторская разработка. 

 
Рис. 4. Продольный разрез геометрии на начальном этапе. 

Авторская разработка. 

На промежуточном этапе (рис. 5, 6) происходит изменение топологии 

поверхности, сопровождающееся пересечением элементов и выгоранием 

отдельных участков геометрии. Это приводит к переходу к регрессивному 

режиму горения. Наиболее интенсивная деградация наблюдается в областях, 

соответствующих лучам шестиконечной звезды, поскольку они расположены 
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ближе к границе камеры сгорания. В то же время цилиндрическая часть канала 

продолжает увеличивать свою площадь вплоть до достижения внешней 

оболочки. 

 

 
Рис. 5. Вид спереди и сзади на промежуточном этапе. 

Авторская разработка. 

 

 
Рис. 6. Продольный разрез геометрии на промежуточном этапе. 

Авторская разработка. 
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На заключительном этапе (рис. 7, 8) происходит практически полное 

выгорание геометрии, что сопровождается резким уменьшением площади 

поверхности фронта горения и завершением процесса. 

 

 
Рис. 7. Вид спереди и сзади на заключительном этапе. 

Авторская разработка. 

 

 
Рис. 8. Продольный разрез геометрии на заключительном этапе. 

Авторская разработка. 
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Зависимость площади поверхности фронта горения от номера итерации 

представлена на рис. 9. Анализ графика показывает наличие характерных 

стадий процесса: начального увеличения площади, последующего снижения 

вследствие выгорания элементов сложной геометрии и финального резкого 

уменьшения площади на завершающем этапе горения. 

 

 
Рис. 9. График изменения площади поверхности фронта горения. 

Авторская разработка. 

 

Заключение. Проведённый численный эксперимент продемонстрировал 

корректность моделирования эволюции поверхности горения для заряда типа 

finocyl. Полученные результаты согласуются с физическими закономерностями 

процесса [1] и подтверждают работоспособность разработанного алгоритма. 

Анализ графиков и визуализации расчётной сетки на различных этапах 
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показывают корректность определения точек пересечения треугольников и 

последующей ретриангуляции. Таким образом, предложенный подход может 

быть использован для численного моделирования задач внутренней баллистики 

с изменяющейся геометрией поверхности горения. 
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