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Рассмотрим краевую задачу на собственные значения с нелокальными 

граничными условиями  

� 
 −𝑦𝑦′′ − 𝜆𝜆𝜆𝜆 = 0, 𝑥𝑥 ∈ (0,1),                 
−𝑦𝑦′(0) ± 𝑟𝑟2�𝛼𝛼𝛼𝛼(0) + 𝛽𝛽𝛽𝛽(1)�𝛼𝛼 = 0,
𝑦𝑦′(1) ± 𝑟𝑟2�𝛼𝛼𝛼𝛼(0) + 𝛽𝛽𝛽𝛽(1)�𝛽𝛽 = 0,

                (1±)         

где 𝜆𝜆 – спектральный параметр, 𝜓𝜓 = (𝛼𝛼,𝛽𝛽)𝑇𝑇 – «профиль» производной в 

направлении внешней нормали к границе слоя 0 < 𝑥𝑥 < 1, 𝛼𝛼,𝛽𝛽 ≠ 0, 𝑟𝑟 > 0 – 

вещественный параметр, также учитывается случай 𝑟𝑟 = 0 и предельный случай 

𝑟𝑟 = ∞. Задача (1) возникает из более общей краевой задачи на собственные 

значения с нелокальными граничными условиями [1] 

⎩
⎨

⎧
−∆𝑢𝑢 − 𝜆𝜆𝜆𝜆 = 0,   𝑥𝑥 ∈ 𝛺𝛺,                     

  
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜕𝜕

± 𝑟𝑟2 � �𝑢𝑢𝜓𝜓𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕

�𝜓𝜓 = 0,             

в ограниченной области Ω ⊂ ℝ𝑁𝑁 с гладкой границей 𝜕𝜕Ω. Нетривиальная функция 

𝜓𝜓 ∈ 𝐻𝐻1 2⁄ (𝜕𝜕𝜕𝜕) задаёт «профиль» производной 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 в направлении внешней 

нормали к границе, 𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻2(𝛺𝛺), 𝑢𝑢|𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝐻𝐻3 2⁄ (𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝜕𝜕

∈ 𝐻𝐻1 2⁄ (𝜕𝜕𝜕𝜕) (𝐻𝐻𝛼𝛼 – 

обозначение для пространств С.Л. Соболева [2]).   

 Несложно проверить, что граничные условия задачи (1) обеспечивают 

оператору − 𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑥𝑥2
 симметричность, что позволяет считать спектральный параметр 

𝜆𝜆 вещественным и, в дальнейшем, применить теорему Гильберта-Шмидта [3].  

Уравнение задачи (1) является линейным однородным второго порядка с 

постоянными коэффициентами и имеет фундаментальную систему решений:  

    � 
�ch√−𝜆𝜆𝑥𝑥 , sh√−𝜆𝜆𝑥𝑥�  при  𝜆𝜆 < 0;
{1, 𝑥𝑥}  при  𝜆𝜆 = 0;                             
�cos√𝜆𝜆𝑥𝑥 , sin√𝜆𝜆𝑥𝑥�  при  𝜆𝜆 > 0.    

    (2) 
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Все собственные значения задачи (1+) окажутся положительными, в чем 

можно убедиться как непосредственно, так и проводя априорную оценку для 

решений задачи (1+) с учётом граничных условий задачи: соотношения 

        0 = � (−𝑦𝑦′′ − 𝜆𝜆𝜆𝜆)𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
1

0
= 𝑟𝑟2�𝛼𝛼𝛼𝛼(0) + 𝛽𝛽𝛽𝛽(1)�2 + � 𝑦𝑦′2𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
− 𝜆𝜆� 𝑦𝑦2𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
  

могут выполняться только при 𝜆𝜆 > 0 в случае 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ≠ 0 и 𝜆𝜆 ≥ 0 в случае 𝛼𝛼 +

𝛽𝛽 = 0. 

 Дальнейшее исследование задачи (1) предполагает подстановку общего 

решения 𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴𝑦𝑦1(𝑥𝑥) + 𝐵𝐵𝑦𝑦2(𝑥𝑥), где 𝑦𝑦1,2(𝑥𝑥) – «подходящий» комплект 

фундаментальной системы решений (2), в граничные условия задачи (1) [4]. Это 

приводит к линейной однородной системе относительно 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵, условие 

нетривиальной совместности которой превращается в уравнение, решениями 

которого являются собственные значения задачи (1): 

∓𝑟𝑟2(𝑃𝑃 ch 𝑧𝑧 + 𝑄𝑄) = 𝑧𝑧 sh 𝑧𝑧,  𝑧𝑧 = √−𝜆𝜆, 𝑧𝑧 > 0,  при  𝜆𝜆 < 0;          (3±) 

𝑟𝑟2(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽)2 = 𝑟𝑟2(𝑃𝑃 + 𝑄𝑄) = 0,  при  𝜆𝜆 = 0;            (4)

 ±𝑟𝑟2(𝑃𝑃 cos 𝑡𝑡 + 𝑄𝑄) = 𝑡𝑡 sin 𝑡𝑡,  𝑡𝑡 = √𝜆𝜆,  𝑡𝑡 > 0  при  𝜆𝜆 > 0;       (5±) 

𝑃𝑃 ≡ 𝛼𝛼2 + 𝛽𝛽2, 𝑄𝑄 ≡ 2𝛼𝛼𝛼𝛼,   0 < 𝑄𝑄 ≤ 𝑃𝑃,  

С помощью элементарных рассуждений несложно убедиться, что 

уравнение (3+) не имеет решений.     

Перепишем уравнение (3−) в виде  

𝑧𝑧 = 𝑟𝑟2
(𝑃𝑃 ch 𝑧𝑧 + 𝑄𝑄)

sh 𝑧𝑧
.                                                            (6) 

Левая часть уравнения (6) при 𝑧𝑧 > 0 представляет собой монотонно убывающую 

функцию, стремящуюся к +∞ при 𝑧𝑧 → 0 + и к 𝑃𝑃𝑟𝑟2 при 𝑧𝑧 → +∞, откуда следует, 

что решение 𝑧𝑧 > 0 существует при любом 𝑟𝑟 > 0 и имеет вид 𝑧𝑧 = 𝑟𝑟2�𝑃𝑃 + 𝜊̅𝜊(1)� 

при 𝑧𝑧 → +∞. Доказано  
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 Предложение 1. Решение 𝑧𝑧(𝑟𝑟) уравнения (3−):  

1) существует и единственно для любого 𝑟𝑟 > 0; 

2) имеет асимптотическое поведение  𝑧𝑧(𝑟𝑟)~𝑃𝑃𝑟𝑟2 при 𝑟𝑟 → +∞. 

 Следствие 1 Предложения 1. Полученная из уравнения (3−) асимптотика 

первого отрицательного собственного значения задачи (1−), имеет вид: 

𝜆𝜆1(𝑟𝑟)~ − 𝑃𝑃2𝑟𝑟4 при 𝑟𝑟 → +∞. 

 Замечание 1. Приведенная в Следствии 1 Утверждения 1 асимптотика 

отрицательного собственного значения задачи (1), полученная непосредственно 

из уравнения (3−), оказывается существенно более сильной, нежели оценка 

асимптотики, приведённая в [К], полученной в общем случае из априорной 

оценки и имеющей вид 𝜆𝜆1(𝑟𝑟) ≤ 𝑓𝑓(𝑟𝑟)~𝐶𝐶𝑟𝑟2 при 𝑟𝑟 → +∞.  

На рис.1 приведена сводная графическая иллюстрация решений уравнений    

(3±), (4) и (5±), зависящих от параметра 𝑟𝑟 при 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ≠ 0. Именно, иллюстрации  

 

 

рис.1 

для «гиперболических» (соответствующих отрицательным собственным 

значениям 𝜆𝜆 < 0, ось 𝑂𝑂𝑂𝑂) и «тригонометрических» (соответствующих 

положительным собственным значениям 𝜆𝜆 > 0, ось 𝑂𝑂𝑂𝑂) «сшиты» так, что 
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подразумевают гладкое продолжение друг друга, что непосредственно 

показывает возникновение и исчезновение отрицательного собственного 

значения при прохождения параметра 𝑟𝑟 через нуль. Также рис.1 позволяет 

наглядно показать характер монотонности собственных значений задачи (1±) в 

зависимости от параметра 𝑟𝑟.   

Остановимся подробнее на рассмотрении оставшихся случаев. 

1)  Пусть 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 = 0, тогда для задачи (1±)  

� 
 −𝑦𝑦′′ − 𝜆𝜆𝜆𝜆 = 0, 𝑥𝑥 ∈ (0,1),         
−𝑦𝑦′(0) ± 𝑟𝑟2𝛼𝛼2�−𝑦𝑦(0) + 𝑦𝑦(1)� = 0,
𝑦𝑦′(1) ± 𝑟𝑟2𝛼𝛼2�−𝑦𝑦(0) + 𝑦𝑦(1)� = 0,

 

соотношения (3±), (4) и (5±) примут вид 

∓𝑟𝑟2𝑃𝑃(ch 𝑧𝑧 − 1) = 𝑧𝑧 sh 𝑧𝑧,   при  𝜆𝜆 < 0;            (7±) 

𝑟𝑟2 ∙ 0 = 0,  при  𝜆𝜆 = 0;           (8)

 ±𝑟𝑟2𝑃𝑃(cos 𝑡𝑡 − 1) = 𝑡𝑡 sin 𝑡𝑡,   при  𝜆𝜆 > 0;        (9±) 

𝑃𝑃 = 2𝛼𝛼2 = −𝑄𝑄.   

Из тривиального уравнения (8) следует, что 𝜆𝜆 = 0 есть собственное 

значение задачи (1±) при любом 𝑟𝑟 > 0. То же самое можно сказать про значения 

𝜆𝜆 = (2𝜋𝜋𝜋𝜋)2, 𝑛𝑛 = 1,2, … , (рис.2). Указанные собственные значения имеют 

кратность 2. (7−) 

Уравнения (7+) и (9+) не имеют положительных решений, а уравнения 

(7−) и (9–) несложно свести к виду  

th
𝑧𝑧
2 =

𝑧𝑧
𝑟𝑟2𝑃𝑃         и        tg

𝑡𝑡
2 =

𝑡𝑡
𝑟𝑟2𝑃𝑃  ,                                           (10)  

соответственно. Несложно убедиться, что выполнение неравенства 𝑟𝑟|𝛼𝛼| > 1 

является критерием наличия у каждого из уравнений (10) положительного 

решения.  
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       рис.2 

2) Пусть 𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 = 0, тогда в задаче (1±)  

� 
 −𝑦𝑦′′ − 𝜆𝜆𝜆𝜆 = 0, 𝑥𝑥 ∈ (0,1),         
−𝑦𝑦′(0) ± 𝑟𝑟2𝛼𝛼2�𝑦𝑦(0) + 𝑦𝑦(1)� = 0,
𝑦𝑦′(1) ± 𝑟𝑟2𝛼𝛼2�𝑦𝑦(0) + 𝑦𝑦(1)� = 0,

 

В качестве соотношений (3±), (4) и (5±) получим 

∓𝑟𝑟2𝑃𝑃(ch 𝑧𝑧 + 1) = 𝑧𝑧 sh 𝑧𝑧,   при  𝜆𝜆 < 0;        (11±) 

𝑟𝑟2(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽)2 = 4𝑟𝑟2𝛼𝛼2 = 0,   при  𝜆𝜆 = 0;        (12)

 ±𝑟𝑟2𝑃𝑃(cos 𝑡𝑡 + 1) = 𝑡𝑡 sin 𝑡𝑡,   при  𝜆𝜆 > 0;       (13±) 

𝑃𝑃 = 2𝛼𝛼2 = 𝑄𝑄.   
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                                                                                                                     рис.3    

 

Отметим, что в этом случае при любом 𝑟𝑟 > 0 собственными значениями 

кратности 2 окажутся числа 𝜆𝜆 = �𝜋𝜋(2𝑛𝑛 − 1)�2, 𝑛𝑛 = 1,2, … , (рис.3). Графические 

иллюстрации решений уравнений (11±), (12) и (13±) приведены на рис.3. 
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