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Пусть автономная система обыкновенных дифференциальных уравнений 

первого порядка, где (𝑓𝑓1, … ,𝑓𝑓𝑛𝑛)𝑇𝑇 – непрерывное векторное поле в ограниченной 

области, содержащей начало координат, 

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛),    𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛,                                     (1)     

имеет тривиальное решение. Тогда точка (0, … ,0)𝑇𝑇 ∈ ℝ𝒙𝒙
𝑛𝑛 будет неподвижна под 

действием фазового потока, порождённого системой (1). Определим для 

нулевого решения устойчивость по Ляпунову и асимптотическую устойчивость. 

 Определение 1. Нулевое (тривиальное) решение 𝒙𝒙�(𝑡𝑡) =

�𝑥𝑥1(𝑡𝑡), … , 𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑡𝑡)�𝑇𝑇 ≡ 0 системы (1) будем называть устойчивым по Ляпунову, 

если для любого 𝜀𝜀 > 0 найдется 𝛿𝛿(𝜀𝜀), такое что для решений 𝒙𝒙(𝑡𝑡) из начального 

неравенства ‖𝒙𝒙(𝑡𝑡0)‖ < 𝛿𝛿(𝜀𝜀) следует ‖𝒙𝒙(𝑡𝑡)‖ < 𝜀𝜀 при всех 𝑡𝑡 > 𝑡𝑡0.  

             
 Исследуемое на устойчивость нулевое решение 𝕆𝕆(𝑡𝑡) системы (1) 

называется невозмущённым, система (1) – системой уравнений возмущённого 

движения, неизвестная функция 𝒙𝒙(𝑡𝑡) – возмущённым решением (рис.1).   
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Определение 2. Нулевое решение 𝒙𝒙�(𝑡𝑡) ≡ 0 системы (1) называется 

асимптотически устойчивым, если оно: 

1) устойчиво по Ляпунову; 

2) для решений 𝒙𝒙(𝑡𝑡), достаточно близких к 𝒙𝒙�(𝑡𝑡) в начальнойточке 𝑡𝑡0, 

справедлив предельный переход 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑡𝑡→+∞

‖𝒙𝒙(𝑡𝑡)‖ = 0.                                 

В основе (второго) метода Ляпунова [1,3] исследования на устойчивость 

тривиального решения системы (1) лежит специальное построение скалярной 

функции – функции Ляпунова – на фазовом пространстве и исследование свойств 

этой функции. Будем называть положительно определённой неотрицательную 

функцию, обращающаяся в нуль в единственной точке – начале координат. 

Определение 3. Функцией Ляпунова системы (1) называется непрерывно 

дифференцируемая положительно определённая функция 𝑉𝑉(𝒙𝒙), имеющая 

неположительную производную в силу системы,    

𝑑𝑑𝑑𝑑�𝒙𝒙(𝑡𝑡)�
𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ 0 .                                                                     (2)   

Неравенство (2) содержит производную «в силу системы» сложной 

функции 𝑉𝑉�𝒙𝒙(𝑡𝑡)�,  

𝑑𝑑𝑑𝑑�𝒙𝒙(𝑡𝑡)�
𝑑𝑑𝑑𝑑 ≡�

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑓𝑓𝑖𝑖 , 

вдоль фазовых траекторий системы (1), параметризованных независимой 

переменной 𝑡𝑡. 

Теорема 1 (А.М. Ляпунов, об устойчивости). Пусть, для некоторого 𝜀𝜀 >

0, в полубесконечной «трубчатой» окрестности 𝑡𝑡 ≥ 𝑡𝑡0, |𝑥𝑥𝑖𝑖| < 𝜀𝜀, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛,(т.е. 

‖𝒙𝒙‖∞ < 𝜀𝜀) нулевого решения системы (1) выполнены условия: 

1) функции 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑡𝑡, 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛, определены и непрерывны в 

ограниченной области, содержащей начало координат;  
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2) 𝑓𝑓𝑖𝑖(0, … ,0) = 0, 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛; 

3) существует функция Ляпунова системы (1). 

 Тогда нулевое решение 𝒙𝒙(𝑡𝑡) ≡ 0 системы (1) устойчиво по Ляпунову. 

  Усиленным вариантом Теоремы 1 при дополнительных предположениях 

является 

  Теорема 2. (А.М. Ляпунов, об асимптотической устойчивости). Пусть 

выполнены условия 1) и 2) Теоремы 1 и, кроме того, производная в силу системы 

(1) функции Ляпунова удовлетворяет условию 

𝑑𝑑𝑑𝑑�𝒙𝒙(𝑡𝑡)�
𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ −𝑊𝑊(𝒙𝒙) ≤ 0                                                   (3)   

для некоторой непрерывной положительно определённой функции 𝑊𝑊(𝒙𝒙), равной 

нулю лишь в начале координат. Тогда нулевое решение 𝒙𝒙(𝑡𝑡) ≡ 0 системы (1) 

асимптотически устойчиво.  

  Заметим, что условие (3) является более сильным, нежели (2). 

  Не существует общего правила построения функции Ляпунова, ввиду 

необходимости учёта специфики вида системы (1) [2]. В представленном ниже 

специальном случае алгоритм построения функции Ляпунова предоставляет 

  Предложение 1. Пусть для непрерывных функций 𝑝𝑝(𝑥𝑥), 𝑞𝑞(𝑦𝑦), 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦), 

𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) в некоторой окрестности начала координат выполнены условия типа 

сохранения знака 

  𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠) > 0,    𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠) > 0,    𝑠𝑠𝑓𝑓(𝑠𝑠,𝑦𝑦) > 0,    𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑠𝑠) > 0,    𝑠𝑠 ≠ 0. 

Тогда нулевое решение системы  

� 𝑥̇𝑥 =       −𝑞𝑞(𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦),
𝑦̇𝑦 = 𝑝𝑝(𝑥𝑥)           − 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦),                                                            (4)    

асимптотически устойчиво. 
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Условия Предложения 1 допускает геометрическую интерпретацию в виде 

принадлежности графиков функций 𝑝𝑝(𝑠𝑠), 𝑞𝑞(𝑠𝑠), 𝑓𝑓(𝑠𝑠, 𝑦𝑦) и 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑠𝑠) I-й и III-й 

четвертям координатной плоскости с абсциссой 𝑠𝑠. 

Доказательство. Из условия Предложения 1 следует, что система (4) 

обладает нулевым решением. Будем искать функцию Ляпунова в виде 

𝑉𝑉(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑥𝑥) + 𝑄𝑄(𝑦𝑦),                     

полагая 𝑃𝑃(𝑥𝑥) и 𝑄𝑄(𝑦𝑦) непрерывно дифференцируемыми функциями, тогда  

      
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑃𝑃′(𝑥𝑥)�−𝑞𝑞(𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)� + 𝑄𝑄′(𝑦𝑦)�𝑝𝑝(𝑥𝑥)− 𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑦𝑦)� =                             (5) 

= �−𝑃𝑃′(𝑥𝑥) 𝑞𝑞(𝑦𝑦) + 𝑄𝑄′(𝑦𝑦) 𝑝𝑝(𝑥𝑥)� − �𝑃𝑃′(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) + 𝑄𝑄′(𝑦𝑦)𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑦𝑦)�. 

Приравнивая к нулю первое слагаемое в окончательном выражении (5), 

−𝑃𝑃′(𝑥𝑥) 𝑞𝑞(𝑦𝑦) + 𝑄𝑄′(𝑦𝑦) 𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 0,                                           

разделяем переменные 𝑥𝑥 и 𝑦𝑦,   

𝑃𝑃′(𝑥𝑥)
𝑝𝑝(𝑥𝑥) =

𝑄𝑄′(𝑦𝑦)
𝑞𝑞(𝑦𝑦) = const,    𝑥𝑥,𝑦𝑦 ≠ 0,                           

после чего положим  

𝑉𝑉(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ≡ �𝑝𝑝(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥

0

+ �𝑞𝑞(𝜂𝜂) 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑦𝑦

0

.                                         (6)     

Несложно убедиться в том, что выражение (6) задаёт функцию Ляпунова – 

непрерывно дифференцируемую положительно определённую функцию с 

отрицательно определённой в условиях Предложения 1 производной в силу 

системы,  

                    
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −�𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) + 𝑞𝑞(𝑦𝑦)𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑦𝑦)� < 0,     𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≠ 0.          (7)  

По Теореме 2 нулевое решение системы (4) асимптотически устойчиво. 

Предложение 1 доказано. 
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Заметим, что для малых 𝜎𝜎 > 0 фазовые траектории системы (4), 

начинающиеся на границе окрестности нуля (корректно заданной в силу 

определения функции 𝑉𝑉(𝑥𝑥,𝑦𝑦)), 

{(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∶ 𝑉𝑉(𝑥𝑥,𝑦𝑦) < 𝜎𝜎},                     

в дальнейшем, в силу неравенства (7), не выйдут за пределы 𝜀𝜀(𝜎𝜎)–окрестности 

нуля, где 

𝜀𝜀(𝜎𝜎) = max
𝑉𝑉(𝑥𝑥,𝑦𝑦)<𝜎𝜎

‖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)‖,                       

при этом  

{(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∶ 𝑉𝑉(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) < 𝜎𝜎} ⊂ {(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∶ ‖(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)‖ <  𝜀𝜀(𝜎𝜎)}.       

Также заметим, что Предложение 1 останется справедливым при 

одновременной смене знаков перед слагаемыми 𝑝𝑝(𝑥𝑥) и 𝑞𝑞(𝑦𝑦), т.е. в случае 

системы вида 

� 𝑥̇𝑥 =              𝑞𝑞(𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦),
𝑦̇𝑦 = −𝑝𝑝(𝑥𝑥)           − 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦).                     

Пример 1. Функция Ляпунова (6) системы вида (4) 

�
𝑥̇𝑥 = 2𝑦𝑦e−𝑦𝑦2 − 𝑥𝑥 tg (𝑥𝑥𝑦𝑦)4,                            

 𝑦̇𝑦 = −2𝑥𝑥 ln (1 + 𝑥𝑥2) − 𝑦𝑦3�1 + 4(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2) ,
         

удовлетворяющей условиям Предложения 1, равна 

𝑉𝑉(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ≡ �2𝑥𝑥 ln (1 + 𝑥𝑥2) 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥

0

+ � 2𝑦𝑦e−𝑦𝑦2𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑦𝑦

0

=                 

= (1 + 𝑥𝑥2) ln (1 + 𝑥𝑥2) − 𝑥𝑥2 + 1 − e−𝑦𝑦2 .         

Её производная в силу системы отрицательно определена,  

        
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝑥𝑥 ln (1 + 𝑥𝑥2)�2𝑦𝑦e−𝑦𝑦2 − 𝑥𝑥 tg (𝑥𝑥𝑦𝑦)4� + 

                                      + 2𝑦𝑦e−𝑦𝑦2 �−2𝑥𝑥 ln (1 + 𝑥𝑥2) − 𝑦𝑦3�1 + 4(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)� = 
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 = −2𝑥𝑥2 ln(1 + 𝑥𝑥2) tg(𝑥𝑥𝑦𝑦)4 − 2𝑦𝑦4 e−𝑦𝑦2�1 + 4(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2) < 0, 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≠ 0, 

откуда следует асимптотическая устойчивость нулевого решения системы. 

  Пример 2. Рассмотрим частный случай системы (4)  

�  𝑥̇𝑥 =      −𝑏𝑏𝑦𝑦 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦),                                         
 𝑦̇𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥        − 𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑦𝑦),   𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℝ,   𝑎𝑎, 𝑏𝑏 > 0,                           (8)  

c функциями 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) и 𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑦𝑦), удовлетворяющими условиям Предложения 1, 

дифференцируемыми в нуле и такими что  

           𝑓𝑓𝑥𝑥(0,0) = 𝑓𝑓𝑦𝑦(0,0) = 0,    𝑔𝑔𝑥𝑥(0,0) = 𝑔𝑔𝑦𝑦(0,0) = 0, 

т.е. 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) и 𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑦𝑦) являются подчинёнными в нуле членами системы (8),  

   𝑓𝑓(𝑠𝑠,𝑦𝑦),𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑠𝑠) = 𝑜̅𝑜(𝑠𝑠)  при  𝑠𝑠 → 0.  

Заметим, что требование дифференцируемости в нуле функций 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) и 

𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) требуется для линеаризации системы (8) в нуле и является излишним с 

точки зрения применения Предложения 1. Матрица линеаризованной системы  

�  𝑢̇𝑢 =       −𝑏𝑏𝑣𝑣,            
𝑣̇𝑣 = 𝑎𝑎𝑢𝑢         ,                                    

имеет пару мнимых собственных значений ±𝑖𝑖√𝑎𝑎𝑎𝑎. Нулевое решения здесь 

устойчиво по Ляпунову, но не является асимптотически устойчивым. При 

возвращении к исходной системе (8) характер устойчивости может разрешиться 

как в ту, так и в другую сторону, в зависимости от поведения подчинённых в 

нуле членов 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) и 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦). Применение же Предложения 1 к   функции 

Ляпунова вида (6) 

 𝑉𝑉(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑦𝑦2

2 ,   
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −�𝑎𝑎𝑥𝑥𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑥𝑥,𝑦𝑦)� < 0 при 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≠ 0,   

позволяет говорить об асимптотической устойчивости нулевого решения.  
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