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Поиск точных решений [1] уравнений Эйнштейна является одной из 

основных задач общей теории относительности. В силу нелинейного характера 

этих уравнений данная задача является весьма нетривиальной, и даже в 

простейших случаях требует большого количества вычислений. Современные 

системы символьной компьютерной математики позволяют существенно 

упростить и ускорить этот процесс. 

В данной методической заметке мы демонстрируем применение 

специализированного пакета GRTensorIII [2] для системы компьютерной 

математики Maple. Используя GRTensorIII мы ищем точные решения уравнений 

Эйнштейна в простейшем случае сферически симметричных метрик. Все 

вычисления проводятся в формализме спиновых коэффициентов (формализме 

Ньюмена-Пенроуза), подробное изложение которого содержится в учебной 

монографии [3]. Заметим, что пакет GRTensorIII содержит все необходимые для 
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этого объекты и команды, делая процесс вычислений весьма компактным и 

удобным. 

Хорошо известно [4], что общая сферически симметричная метрика имеет 

вид:   

  𝑑𝑑𝑠𝑠2 = e2𝑣𝑣 𝑑𝑑 𝑡𝑡2 − e2𝑢𝑢 𝑑𝑑 𝑟𝑟2 − 𝑟𝑟2 𝑑𝑑𝜃𝜃2 − 𝑟𝑟2sin(𝜃𝜃)2 𝑑𝑑𝜙𝜙2, (1) 

 где 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑡𝑡, 𝑟𝑟) и 𝑣𝑣 = 𝑣𝑣(𝑡𝑡, 𝑟𝑟) – некоторые функции. 

Соответствующие этой метрике базисные 1-формы загрузим из 

предварительно написанного файла npdnsp.mpl командой  

 > qload(npdnsp);  

  

 𝑥𝑥𝑎𝑎 = [𝑡𝑡 𝑟𝑟 𝜃𝜃 𝜙𝜙] 

 𝑙𝑙𝑎𝑎 = �e
𝑣𝑣(𝑡𝑡,𝑟𝑟)√2
2

e𝑢𝑢(𝑡𝑡,𝑟𝑟)√2
2

0 0� 

 𝑛𝑛𝑎𝑎 = �e
𝑣𝑣(𝑡𝑡,𝑟𝑟)√2
2

− e𝑢𝑢(𝑡𝑡,𝑟𝑟)√2
2

0 0� 

 𝑚𝑚𝑎𝑎 = �0 0 𝑟𝑟√2
2

I
2
𝑟𝑟sin(𝜃𝜃)√2� 

 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑟𝑟𝑎𝑎 = �0 0 𝑟𝑟√2
2

− I
2
𝑟𝑟sin(𝜃𝜃)√2� 

Здесь и далее данные, которые выводит Maple, частично сокращены для 

удобства. Вычислим теперь компоненты контравариантных векторов 

изотропной тетрады Ньюмена-Пенроуза:  

 > grcalcalter(e(bdn,up),1): grdisplay(_);  

   

 𝑒𝑒(𝑎𝑎)
𝑏𝑏 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
e−𝑣𝑣(𝑡𝑡,𝑟𝑟)√2

2
− e−𝑢𝑢(𝑡𝑡,𝑟𝑟)√2

2
0 0

e−𝑣𝑣(𝑡𝑡,𝑟𝑟)√2
2

e−𝑢𝑢(𝑡𝑡,𝑟𝑟)√2
2

0 0

0 0 −√2
2𝑟𝑟

−I
2√2

𝑟𝑟sin(𝜃𝜃)

0 0 −√2
2𝑟𝑟

I
2√2

𝑟𝑟sin(𝜃𝜃)⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (2) 

 

Проверим, что мы получили необходимую сферически симметричную 
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метрику:  

 > grcalcalter(g(dn,dn)),1): grdisplay(_);  

  

 𝑔𝑔𝑎𝑎𝑎𝑎 = �

e2𝑣𝑣(𝑡𝑡,𝑟𝑟) 0 0 0
0 −e2𝑢𝑢(𝑡𝑡,𝑟𝑟) 0 0
0 0 −𝑟𝑟2 0
0 0 0 −𝑟𝑟2sin(𝜃𝜃)2

� 

Вычислим теперь для данной тетрады спиновые коэффициенты  

 > grcalcalter(NPSpin,1,autoAlias): grdisplay(_);  

Единственными ненулевыми коэффициентами для тетрады (2) оказываются 

следующие:  

 𝜌𝜌 = √2 e−𝑢𝑢

2𝑟𝑟
 

 𝜇𝜇 = √2 e−𝑢𝑢

2𝑟𝑟
 

 𝜀𝜀 = (𝑢𝑢𝑡𝑡e−𝑣𝑣−𝑣𝑣𝑟𝑟e−𝑢𝑢)√2
4

 

 𝛾𝛾 = − (𝑢𝑢𝑡𝑡e−𝑣𝑣+𝑣𝑣𝑟𝑟e−𝑢𝑢)√2
4

 

 𝛼𝛼 = cos(𝜃𝜃)√2
4𝑟𝑟sin(𝜃𝜃)

 

 𝛽𝛽 = − cos(𝜃𝜃)√2
4𝑟𝑟sin(𝜃𝜃)

 

 

Перейдём теперь к нахождению точных решений уравнений Эйнштейна. В 

вакууме эти уравнения принимают вид   

 𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0, (3) 

 где 𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇  – симметричный тензор Риччи метрики (1). Используя формализм 

абстрактных индексов [3] запишем тензор Риччи в спинорной форме:  

 𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇 = 6Λ𝜀𝜀𝐴𝐴𝐴𝐴𝜀𝜀𝐴𝐴′𝐵𝐵′ − 2Φ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴′𝐵𝐵′, 

где 𝑅𝑅 = 24Λ  – скалярная кривизна метрики, а спинор Φ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴′𝐵𝐵′  описывает 

бесследовую часть тензора Риччи:  

 −2Φ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴′𝐵𝐵′ = 𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
4
𝑅𝑅𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇. 
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Тогда уравнения Эйнштейна (3) в вакууме эквивалентны следующим 

спинорным уравнениям:   

 Φ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴′𝐵𝐵′ = 0,        Λ = 0. (4) 

 

Вычисляя спиноры кривизны Риччи для нашей тетрады с помощью 

команды  

 > grcalcalter(NPSpin,1,autoAlias): grdisplay(_);  

получим следующие ненулевые значения:  

 Φ00 = ((𝑢𝑢𝑟𝑟+𝑣𝑣𝑟𝑟)e−𝑢𝑢−2𝑢𝑢𝑡𝑡e−𝑣𝑣)e−𝑢𝑢

2𝑟𝑟
 

 Φ11 = (−𝑣𝑣𝑟𝑟𝑢𝑢𝑟𝑟𝑟𝑟2+𝑣𝑣𝑟𝑟2𝑟𝑟2+𝑣𝑣𝑟𝑟,𝑟𝑟𝑟𝑟2−1)e−2𝑢𝑢+1−𝑟𝑟2(𝑢𝑢𝑡𝑡,𝑡𝑡+𝑢𝑢𝑡𝑡(𝑢𝑢𝑡𝑡−𝑣𝑣𝑡𝑡))e−2𝑣𝑣

4𝑟𝑟2
 

 Φ22 = e−𝑢𝑢((𝑢𝑢𝑟𝑟+𝑣𝑣𝑟𝑟)e−𝑢𝑢+2𝑢𝑢𝑡𝑡e−𝑣𝑣)
2𝑟𝑟

 

 Λ = (−𝑣𝑣𝑟𝑟,𝑟𝑟𝑟𝑟2−𝑣𝑣𝑟𝑟2𝑟𝑟2+(𝑟𝑟2𝑢𝑢𝑟𝑟−2𝑟𝑟)𝑣𝑣𝑟𝑟+2𝑢𝑢𝑟𝑟𝑟𝑟−1)e−2𝑢𝑢+1+𝑟𝑟2(𝑢𝑢𝑡𝑡,𝑡𝑡+𝑢𝑢𝑡𝑡(𝑢𝑢𝑡𝑡−𝑣𝑣𝑡𝑡))e−2𝑣𝑣

12𝑟𝑟2
 

Здесь использованы стандартные [3] обозначения для диадных компонент 

спинора Риччи:  

 Φ00 = Φ00 = Φ000′0′ = −1
2
𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝑙𝑙𝜇𝜇𝑙𝑙𝜈𝜈, 

 Φ11 = Φ11 = Φ010′1′ = −1
2
𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝑙𝑙𝜇𝜇𝑛𝑛𝜈𝜈 + 1

8
𝑅𝑅, 

 Φ22 = Φ22 = Φ111′1′ = −1
2
𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝑛𝑛𝜇𝜇𝑛𝑛𝜈𝜈 , 

 Λ = 1
24
𝑅𝑅 

Таким образом, вакуумные уравнения Эйнштейна (4) для метрики (1) сводятся к 

четырём дифференциальным уравнениям для двух неизвестных функций 𝑢𝑢(𝑡𝑡, 𝑟𝑟) 

и 𝑣𝑣(𝑡𝑡, 𝑟𝑟):   

 Φ00 = 0,    Φ11 = 0,    Φ22 = 0,    Λ = 0. (5) 

После элементарных преобразований получим следующую систему уравнений:  

 𝑢𝑢𝑡𝑡 = 0, (6) 

 𝑢𝑢𝑟𝑟 + 𝑣𝑣𝑟𝑟 = 0, (7) 

 (−𝑟𝑟2𝑢𝑢𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟 + 𝑣𝑣𝑟𝑟2𝑟𝑟2 + 𝑣𝑣𝑟𝑟,𝑟𝑟𝑟𝑟2 − 1)e−2𝑢𝑢 + 1 = 0, (8) 
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 (−𝑣𝑣𝑟𝑟,𝑟𝑟𝑟𝑟2 − 𝑣𝑣𝑟𝑟2𝑟𝑟2 + (𝑟𝑟2𝑢𝑢𝑟𝑟 − 2𝑟𝑟)𝑣𝑣𝑟𝑟 + 2𝑢𝑢𝑟𝑟𝑟𝑟 − 1)e−2𝑢𝑢 + 1 = 0, (9) 

откуда следует, что функция 𝑢𝑢(𝑡𝑡, 𝑟𝑟) должна удовлетворять условиям  

 𝑢𝑢𝑡𝑡 = 0, 

 2𝑢𝑢𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1 − e2𝑢𝑢(𝑟𝑟). 

Проинтегрируем последнее уравнение с помощью команды  

 > u(t,r):=rhs(dsolve(2*r*diff(U(r), r)=1-exp(2*U(r))));  

  

 𝑢𝑢(𝑡𝑡, 𝑟𝑟) =
ln( 𝑟𝑟

−1+𝑟𝑟e𝐶𝐶1
)

2
+ 𝐶𝐶1

2
 

Тогда получим, что  

 𝑒𝑒2𝑢𝑢 = 𝑟𝑟e𝐶𝐶1

−1+𝑟𝑟e𝐶𝐶1
 

или, введя новое обозначение для постоянной интегрирования 2𝑀𝑀 = 1/e𝐶𝐶1,   

 𝑒𝑒2𝑢𝑢 = 1

1−2𝑀𝑀𝑟𝑟
. (10) 

Интегрируя уравнение (7) для функции 𝑣𝑣(𝑡𝑡, 𝑟𝑟), получим  

 > v(t,r):=rhs(dsolve(diff(V(r),r)=-simplify(diff(u(t,r),r))))+ln(f(t));  

  

 𝑣𝑣(𝑡𝑡, 𝑟𝑟) = − ln(𝑟𝑟)
2

+ ln(−1+𝑟𝑟e𝐶𝐶1)
2

+ 𝐶𝐶2 + ln(𝑓𝑓(𝑡𝑡)), 

где 𝑓𝑓(𝑡𝑡) – произвольная функция от 𝑡𝑡. Тогда  

 𝑒𝑒2𝑣𝑣 = (−1+𝑟𝑟e𝐶𝐶1)𝑓𝑓(𝑡𝑡)2e2𝐶𝐶2

𝑟𝑟
. 

Поскольку в метрику (1) функция 𝑒𝑒2𝑣𝑣 входит только в комбинации с 𝑑𝑑𝑡𝑡2, то мы 

можем сделать координатное преобразование 𝑑𝑑𝑑𝑑′ = 𝑓𝑓(𝑡𝑡)e𝐶𝐶2+𝐶𝐶1/2𝑑𝑑𝑑𝑑. Отбрасывая 

штрих, получим окончательный результат – общее сферически-симметричное 

решение вакуумных уравнений Эйнштейна:   

  𝑑𝑑𝑠𝑠2 = (1 − 2𝑀𝑀
𝑟𝑟

) 𝑑𝑑 𝑡𝑡2 − 1

1−2𝑀𝑀𝑟𝑟
 𝑑𝑑 𝑟𝑟2 − 𝑟𝑟2 𝑑𝑑𝜃𝜃2 − 𝑟𝑟2sin(𝜃𝜃)2 𝑑𝑑𝜙𝜙2 (11) 

Эта метрика представляет собой хорошо известное решение Шварцшильда в 

координатах кривизн, описывающее невращающуюся чёрную дыру. 

Полученный результат иллюстрирует классическую теорему Биркгофа, которая 
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утверждает, что любое сферически-симметричное решение вакуумных 

уравнений Эйштейна должно быть статическим и асимптотически-плоским. 
 

Таким образом, мы продемонстрировали на примере метрики 

Шварцшильда, как можно эффективно использовать пакет GRTensorIII для 

решения уравнений Эйнштейна в формализме Ньюмена-Пенроуза. Данный 

результат может быть полезен при чтении специальных курсов по общей теории 

относительности. 
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