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В заметке изложены элементарные сведения о спинорах Киллинга, которые 
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Abstract. 

The note contains elementary information about Killing spinors, which describe the 

"hidden" symmetries of space-time in the general theory of relativity. The stu-

dent-oriented presentation is based on the use of the Newman-Penrose formalism. The 

integrability conditions of the equations defining the Killing spinors and the properties 

of the corresponding space-time are described.. 
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1. Введение 
 

Данная статья посвящена изложению элементарных сведений о спинорах 

Киллинга. Эти объекты давно описаны в специальной литературе и хорошо 

известны специалистам, но в учебной литературе, предназначенной для 

студентов, приступающих к изучению общей теории относительности (ОТО), их 

изложение практически отсутствует. Предлагаемая заметка призвана 

восполнить этот пробел. Мы используем стандартный формализм абстрактных 

индексов, изложенный в [3], а также спинорный формализм Ньюмена-Пенроуза 

[2, 3]. Предполагается знакомство читателя с основами спинорной алгебры и 

спинорного анализа на многообразиях в рамках учебника [3]. 

Хорошо известно (см. например, [1,2]), что симметрии метрики 

четырехмерного пространства-времени 𝑀𝑀  могут описаны с помощью 

векторного поля Киллинга 𝐾𝐾𝜇𝜇, удовлетворяющего уравнениям Киллинга   

 ∇(𝜇𝜇𝐾𝐾𝜈𝜈) = 1
2

(∇𝜇𝜇𝐾𝐾𝜈𝜈 + ∇𝜈𝜈𝐾𝐾𝜇𝜇) = 0, (1) 

 где символ ∇𝜇𝜇  означает ковариантную производную со связностью 
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Леви-Чивита для метрики 𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 многообразия 𝑀𝑀. 

Вектора Киллинга тесно связаны с законами сохранения в ОТО. 

Действительно, для любого физического поля с симметричным тензором 

энергии-импульса 𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝑇𝑇𝜈𝜈𝜈𝜈  с нулевой дивергенцией ( ∇𝜇𝜇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 ), можно 

построить сохраняющий ток 𝑗𝑗𝜇𝜇 = 𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝐾𝐾𝜈𝜈, который в силу уравнений Киллинга 

удовлетворяет уравнению непрерывности   

 ∇𝜇𝜇𝑗𝑗𝜇𝜇 = 𝐾𝐾𝜇𝜇∇𝜈𝜈𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇∇𝜇𝜇𝐾𝐾𝜈𝜈 = 0. (2) 

 То же самое верно для пробной частицы с 4-импульсом 𝑝𝑝𝜇𝜇, которая движется 

по геодезической линии многообразия 𝑀𝑀. Уравнения геодезической имеют вид   

 𝑝𝑝𝜇𝜇∇𝜇𝜇𝑝𝑝𝜈𝜈 = 0, (3) 

 поэтому в силу уравнений Киллинга вдоль геодезической будет сохраняться 

величина 𝑄𝑄 = 𝐾𝐾𝜇𝜇𝑝𝑝𝜇𝜇:   

 𝑝𝑝𝜇𝜇∇𝜇𝜇𝑄𝑄 = 𝐾𝐾𝜈𝜈𝑝𝑝𝜇𝜇∇𝜇𝜇𝑝𝑝𝜈𝜈 + 𝑝𝑝𝜇𝜇𝑝𝑝𝜈𝜈∇𝜇𝜇𝐾𝐾𝜈𝜈 = 0. (4) 

 

Уравнения Киллинга для векторных полей допускают обобщение на 

случай спинорных полей вида 𝜑𝜑𝐴𝐴′...𝐷𝐷′𝐴𝐴...𝐷𝐷 . Мы рассмотрим простейший случай для 

симметричного спинора 𝜑𝜑𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝜑𝜑(𝐴𝐴𝐴𝐴), который удовлетворяет уравнению   

 ∇𝐴𝐴′(𝐴𝐴𝜑𝜑𝐵𝐵𝐵𝐵) = 0. (5) 

 Решения этого уравнения называют спинорами Киллинга. Они определяют 

интеграл движения вдоль любой изотропной геодезической. 

 

2. Конформный тензор Киллинга-Яно 

 

Спинорное уравнение (5) можно переписать в тензорной форме, используя 

стандартную технику перехода от спинорной формы записи к тензорной [3]. Для 

это введем антисимметричный тензор 𝑄𝑄𝜇𝜇𝜇𝜇, соответствующий спинору 𝜑𝜑𝐴𝐴𝐴𝐴, по 

следующей формуле:   

 𝑄𝑄𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜑𝜑𝐴𝐴𝐴𝐴𝜀𝜀𝐴𝐴′𝐵𝐵′ + 𝜑𝜑�𝐴𝐴′𝐵𝐵′𝜀𝜀𝐴𝐴𝐴𝐴. (6) 
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 Этот тензор называется конформный тензор Киллинга-Яно. Если спинор 𝜑𝜑𝐴𝐴𝐴𝐴 

удовлетворяет уравнению (5), то можно показать, что тензор 𝑄𝑄𝜇𝜇𝜇𝜇  должен быть 

решением уравнения   

 ∇𝛼𝛼𝑄𝑄𝜇𝜇𝜇𝜇 = ∇[𝛼𝛼𝑄𝑄𝜇𝜇𝜇𝜇] −
2
3
∇𝜎𝜎𝑄𝑄[𝜇𝜇

𝜎𝜎 𝑔𝑔𝜈𝜈]𝜎𝜎, (7) 

 или эквивалентного уравнения   

 ∇(𝜇𝜇𝑄𝑄𝜈𝜈)𝛼𝛼 = 1
3
∇𝜎𝜎(𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝑄𝑄𝛼𝛼𝜎𝜎 − 𝑄𝑄(𝜇𝜇

𝜎𝜎 𝑔𝑔𝜈𝜈)𝛼𝛼). (8) 

 Действительно, уравнение (5) можно переписать в виде   

 ∇𝐴𝐴𝐴𝐴′𝜑𝜑𝐵𝐵𝐵𝐵 = 2
3

(𝜀𝜀𝐴𝐴(𝐵𝐵𝐾𝐾𝐶𝐶)𝐴𝐴′), (9) 

 где введен комплексный вектор 𝐾𝐾𝜇𝜇 = 𝐾𝐾𝐴𝐴𝐴𝐴′ = ∇𝐵𝐵𝐵𝐵′𝜑𝜑𝐴𝐴𝐵𝐵, причем ∇𝛼𝛼𝑄𝑄𝛼𝛼𝛼𝛼 = −(𝐾𝐾𝜇𝜇 +

𝐾𝐾�𝜇𝜇) . Используя это уравнение ковариантную производную ∇𝛼𝛼𝑄𝑄𝜇𝜇𝜇𝜇  путем 

прямых вычислений можно записать в виде (7). 

Отметим два важных специальных класса решений уравнения (7), 

определяющего конформный тензор Киллинга-Яно, а значит и уравнения (5) для 

спинора Киллинга. 

1. Если векторное поле 𝐾𝐾𝜇𝜇 для спинора Киллинга действительное (𝐾𝐾𝜇𝜇 −

𝐾𝐾�𝜇𝜇 = 0 ), то несложно проверить, что дифференциальная форма 𝑄𝑄  является 

замкнутой: 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 , т.е. ∇[𝛼𝛼𝑄𝑄𝜇𝜇𝜇𝜇] = 0 . Тогда замкнутый конформный тензор 

Киллинга-Яно удовлетворяет уравнению   

 ∇𝛼𝛼𝑄𝑄𝜇𝜇𝜇𝜇 = − 2
3
∇𝜎𝜎𝑄𝑄[𝜇𝜇

𝜎𝜎 𝑔𝑔𝜈𝜈]𝜎𝜎. (10) 

 

2. Если векторное поле 𝐾𝐾𝜇𝜇 для спинора Киллинга мнимое (𝐾𝐾𝜇𝜇 + 𝐾𝐾�𝜇𝜇 = 0), 

то тензор 𝑄𝑄𝜇𝜇𝜇𝜇 удовлетворяет уравнению   

 ∇(𝜇𝜇𝑄𝑄𝜈𝜈)𝛼𝛼 = 0, (11) 

и называется тензор Киллинга-Яно. 
 

3. Уравнения спинора Киллинга в формализме Ньюмена-Пенроуза 
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Для практических вычислений в задачах ОТО уравнения спинора 

Киллинга (5) записывают в формализме Ньюмена-Пенроуза. Для этого выберем 

нормированную (𝑜𝑜𝐴𝐴𝜄𝜄𝐴𝐴 = 1) спинорную диаду (спиновую систему отсчета) 𝑜𝑜𝐴𝐴, 𝜄𝜄𝐴𝐴, 

ассоциированную со стандартной комплексной изотропной тетрадой 𝑙𝑙𝜇𝜇 =

𝑜𝑜𝐴𝐴𝑜𝑜𝐴𝐴′ , 𝑚𝑚𝜇𝜇 = 𝑜𝑜𝐴𝐴𝜄𝜄𝐴𝐴′ , 𝑚𝑚�𝜇𝜇 = 𝑜𝑜𝐴𝐴′𝜄𝜄𝐴𝐴 , 𝑛𝑛𝜇𝜇 = 𝜄𝜄𝐴𝐴𝜄𝜄𝐴𝐴′ . Спинор Киллинга имеет 

следующеее представление через элементы диады:   

 𝜑𝜑𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝜑𝜑0𝜄𝜄𝐴𝐴𝜄𝜄𝐵𝐵 − 2𝜑𝜑1𝑜𝑜(𝐴𝐴𝜄𝜄𝐵𝐵) + 𝜑𝜑2𝑜𝑜𝐴𝐴𝑜𝑜𝐵𝐵, (12) 

 где 𝜑𝜑0 = 𝜑𝜑𝐴𝐴𝐴𝐴𝑜𝑜𝐴𝐴𝑜𝑜𝐵𝐵 , 𝜑𝜑1 = 𝜑𝜑𝐴𝐴𝐴𝐴𝑜𝑜𝐴𝐴𝜄𝜄𝐵𝐵 , 𝜑𝜑2 = 𝜑𝜑𝐴𝐴𝐴𝐴𝜄𝜄𝐴𝐴𝜄𝜄𝐵𝐵  – соответствующие 

спинорные компоненты спинора Киллинга в диадном базисе. 

Тогда, используя спиновые коэфициенты [3] для выбранной тетрады, мы 

получим явное (компонентное) представление уравнения (5) в виде следующих 

восьми уравнений:  

 𝐷𝐷𝜑𝜑0 = 2𝜀𝜀𝜑𝜑0 − 2𝜅𝜅𝜑𝜑1 (13) 

 𝛿𝛿𝜑𝜑0 = 2𝛽𝛽𝜑𝜑0 − 2𝜎𝜎𝜑𝜑1 (14) 

 𝛿𝛿̅𝜑𝜑2 = 2𝜆𝜆𝜑𝜑1 − 2𝛼𝛼𝜑𝜑2 (15) 

 Δ𝜑𝜑2 = 2𝜈𝜈𝜑𝜑1 − 2𝛾𝛾𝜑𝜑2 (16) 

 𝐷𝐷𝜑𝜑1 + 1
2
𝛿𝛿̅𝜑𝜑0 = (𝛼𝛼 + 𝜋𝜋)𝜑𝜑0 − 𝜌𝜌𝜑𝜑1 − 𝜅𝜅𝜑𝜑2 (17) 

 𝛿𝛿𝜑𝜑1 + 1
2
Δ𝜑𝜑0 = (𝛾𝛾 + 𝜇𝜇)𝜑𝜑0 − 𝜏𝜏𝜑𝜑1 − 𝜎𝜎𝜑𝜑2 (18) 

 𝛿𝛿̅𝜑𝜑1 + 1
2
𝐷𝐷𝜑𝜑2 = 𝜆𝜆𝜑𝜑0 + 𝜋𝜋𝜑𝜑1 − (𝜀𝜀 + 𝜌𝜌)𝜑𝜑2 (19) 

 Δ𝜑𝜑1 + 1
2
𝛿𝛿𝜑𝜑2 = 𝜈𝜈𝜑𝜑0 + 𝜇𝜇𝜑𝜑1 − (𝛽𝛽 + 𝜏𝜏)𝜑𝜑2 (20) 

 где 𝐷𝐷 = 𝑙𝑙𝜇𝜇∇𝜇𝜇, 𝛿𝛿 = 𝑚𝑚𝜇𝜇∇𝜇𝜇, 𝛿𝛿̅ = 𝑚𝑚�𝜇𝜇∇𝜇𝜇, Δ = 𝑛𝑛𝜇𝜇∇𝜇𝜇. Интегрируя эти уравнения для 

заданной тетрады, мы получим спиноры Киллинга, которые могут существовать 

в выбранной метрике. 

Если вектора тетрады 𝑙𝑙𝜇𝜇  и 𝑛𝑛𝜇𝜇  выбрать вдоль главных изотропных 

направлений (ГИН) спинора Киллинга, то 𝜑𝜑𝐴𝐴𝐴𝐴 будет иметь следующий вид   

 𝜑𝜑𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝜑𝜑𝑜𝑜(𝐴𝐴𝜄𝜄𝐵𝐵), (21) 

 и система из восьми уравнений (13-20) принимает вид четырех условий на 
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спиновые коэффициенты тетрады:   

 𝜅𝜅 = 0,    𝜎𝜎 = 0,    𝜈𝜈 = 0,    𝜆𝜆 = 0, (22) 

 и четырех уравнений для компоненты спинора 𝜑𝜑:   

 𝐷𝐷𝜑𝜑 = −𝜌𝜌𝜌𝜌,    𝛿𝛿𝛿𝛿 = −𝜏𝜏𝜏𝜏,    𝛿𝛿̅𝜑𝜑 = 𝜋𝜋𝜋𝜋,    Δ𝜑𝜑 = 𝜇𝜇𝜇𝜇. (23) 

 Заметим, что условия (22) означают, что ГИН спинора Киллинга задают 

бессдвиговые геодезические изотропные конгруэнции [4] в пространстве 𝑀𝑀. 
 

4. Условия интегрируемости уравнений для спинора Киллинга 

 

Для нахождения условий интегрируемости продифференцируем 

уравнение (9) еще один раз и вычислим коммутатор ковариантных производных. 

Из тождества Риччи для антисамодуальной части коммутатора ∎𝐴𝐴𝐴𝐴𝜑𝜑𝐶𝐶𝐶𝐶 =

∇𝑋𝑋′(𝐴𝐴∇𝑋𝑋′𝐵𝐵)𝜑𝜑𝐶𝐶𝐶𝐶 получим   

 ∎𝐴𝐴𝐴𝐴𝜑𝜑𝐶𝐶𝐶𝐶 = 2Ψ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴(𝐶𝐶𝜑𝜑𝑋𝑋
𝐷𝐷) + 2Λ(𝜀𝜀𝐶𝐶(𝐴𝐴𝜑𝜑𝐵𝐵)𝐷𝐷 + 𝜀𝜀𝐷𝐷(𝐴𝐴𝜑𝜑𝐵𝐵)𝐶𝐶), (24) 

 где Ψ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  – конформный спинор Вейля, а 𝑅𝑅 = Λ/24  скалярная кривизна 

метрики. 

С другой стороны, из правой части уравнения (9) следует, что   

 ∎𝐴𝐴𝐴𝐴𝜑𝜑𝐶𝐶𝐶𝐶 = − 1
3

(∇𝜇𝜇𝐾𝐾𝜇𝜇𝜀𝜀𝐴𝐴(𝐶𝐶𝜀𝜀𝐷𝐷)𝐵𝐵 + 𝜀𝜀𝐶𝐶(𝐴𝐴𝜂𝜂𝐵𝐵)𝐷𝐷 + 𝜀𝜀𝐷𝐷(𝐴𝐴𝜂𝜂𝐵𝐵)𝐶𝐶), (25) 

 где введен спинор 𝜂𝜂𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∇𝑋𝑋′(𝐴𝐴𝐾𝐾𝑋𝑋′
𝐵𝐵). Приравнивая получившееся выражения и 

выделяя неприводимые части, получим следующие условия:  

 ∇𝜇𝜇𝐾𝐾𝜇𝜇 = 0 (26) 

 𝜂𝜂𝐴𝐴𝐴𝐴 = 3
2
Ψ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝜑𝜑𝐶𝐶𝐶𝐶 − 6Λ𝜑𝜑𝐴𝐴𝐴𝐴 (27) 

 Ψ𝑋𝑋(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝜑𝜑𝑋𝑋
𝐷𝐷) = 0 (28) 

 Последнее условие означает, что в пространствах, допускающих спинор 

Киллинга, конформный спинор Вейля должен иметь вид Ψ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴~𝜑𝜑(𝐴𝐴𝐴𝐴𝜑𝜑𝐶𝐶𝐶𝐶), т.е. 

пространство должно быть типа 𝐷𝐷, 𝑁𝑁 или 𝑂𝑂 (конформно-плоским) по Петрову. 

Если спинор Киллинга алгебраически-специальный ( 𝜑𝜑𝐴𝐴𝐴𝐴𝜑𝜑𝐴𝐴𝐴𝐴 = 0 ), то 

Дневник науки | www.dnevniknauki.ru | СМИ ЭЛ № ФС 77-68405 ISSN 2541-8327 
 



2022 
№12 

ЭЛЕКТРОННЫЙ НАУЧНЫЙ ЖУРНАЛ «ДНЕВНИК НАУКИ» 
 
пространство может быть только типа 𝑁𝑁. Для алгебраически общего спинора 

Киллинга пространство принадлежит типу 𝐷𝐷, причем ГИН спинора Киллинга и 

Вейля совпадают, определяя, как мы видели раньше, бессдвиговые изотропные 

геодезические. 

Из самодуальной части коммутатора ковариантных производных 

∎𝐴𝐴′𝐵𝐵′𝜑𝜑𝐶𝐶𝐶𝐶 = ∇𝑋𝑋(𝐴𝐴′∇𝑋𝑋𝐵𝐵′)𝜑𝜑𝐶𝐶𝐶𝐶 получим условие   

 ∇(𝐶𝐶
(𝐴𝐴′𝐾𝐾𝐷𝐷)

𝐵𝐵′) = 3Φ𝐴𝐴′𝐵𝐵′𝑋𝑋
(𝐶𝐶𝜑𝜑𝐷𝐷)𝑋𝑋, (29) 

 где Φ𝐴𝐴′𝐵𝐵′𝐶𝐶𝐶𝐶 – спинор Риччи. 

Отметим, что если метрика многообразия 𝑀𝑀 удовлетворяет вакуумным 

уравнениям Эйнштейна, то Φ𝐴𝐴′𝐵𝐵′𝐶𝐶𝐶𝐶 = 0 и Λ = 0. Тогда из уравнений (26) и (29) 

следует, что векторное поле 𝐾𝐾𝜇𝜇 = ∇𝐵𝐵𝐵𝐵′𝜑𝜑𝐵𝐵
𝐴𝐴  является решением уравнений 

Киллинга (1), определяя тем самым симметрию пространства-времени. 

Разумеется, не любой вектор Киллинга можно получить таким образом из 

спинора Киллинга. 
 

Таким образом, мы описали основные свойства спиноров Киллинга, 

включая условия интегрируемости. Изложенный материал можно использовать 

при чтении специальных курсов для студентов и аспирантов, посвященных 

общей теории относительности. 
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