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Аннотация 

В статье рассмотрены два подхода к моделированию развития эпидемий. 

Детерминированная, заданная системой дифференциальных уравнений, и 

стохастическая модели эпидемии типа SIRS. Моделирование стохастической 

модели производилось с использованием дискретных Марковских цепей в 

MATLAB с помощью пакета Econometrics Toolbox. В результате получены 

графики развития эпидемии в обоих случаях, произведено сравнение двух 

подходов. 
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SIRS, моделирование. 
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Annotation 

The article considers two approaches to modeling the development of epidemics. 

Deterministic, given by a system of differential equations, and stochastic SIRS-type 

epidemic models. The stochastic model was modeled using discrete Markov chains in 

MATLAB using the Econometrics Toolbox. As a result, we obtained graphs of the 

epidemic development in both cases, and compared the two approaches. 
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Одним из базовых подходов для анализа распространения инфекционных 

заболеваний является классическая модель SIR, первоначально изученная 
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Хеймером (1906), Россом (1911), Кермаком и Маккендриком (1927) [1-3].  

Основное предположение этой модели состоит в том, что популяция, в которой 

активен патогенный агент, является фиксированной и может быть разделена на 

три группы, соответствующих различному эпидемиологическому статусу: 

восприимчивые (от англ. Susceptible) индивидуумы, способные заразиться через 

контакт с инфицированными (от англ. Infected), а также выздоровевшие, которые 

перестали распространять болезнь (от англ. Recovered) и приобрели иммунитет. 

   При этом если в данной модели считать, что выздоровление дает лишь 

временный иммунитет, то есть особи переходят обратно в восприимчивую 

группу, мы получаем модель SIRS. На рисунке 1 представлена наглядная 

схематическая связь модели SIRS.  

 
Рис.1 – Общая схема модели SIRS 

 

Кроме того, описанную выше модель можно представить в виде    системы 

дифференциальных уравнений: 

𝑑𝑑𝑆𝑆(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

= −𝛽𝛽𝑆𝑆(𝑡𝑡)𝐼𝐼(𝑡𝑡) + 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝐼𝐼(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝛽𝛽𝑆𝑆(𝑡𝑡)𝐼𝐼(𝑡𝑡) − 𝛾𝛾𝐼𝐼(𝑡𝑡)    

𝑑𝑑𝑏𝑏(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝛾𝛾𝐼𝐼(𝑡𝑡) − 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑡𝑡)            

𝑆𝑆(𝑡𝑡) + 𝐼𝐼(𝑡𝑡) + 𝑏𝑏(𝑡𝑡) = 𝑁𝑁 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡

 

где β – характеризует вероятность передачи болезни при контакте агентов,  

γ – частота выздоровления, b – характеризует скорость потери иммунитета. 

Еще одним не маловажным параметром модели является базовое 
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репродуктивное число [4], которое считается пороговым показателем 

распространения инфекции 𝑏𝑏0 = 𝛽𝛽𝛽𝛽
𝛾𝛾

. Критерием, необходимым для начала 

эпидемии, является условие 𝑏𝑏0 > 1.  

 
Рис. 2 – Эпидемия, описанная SIRS моделью 

 

На рисунке 2 представлен процесс протекания эпидемии для популяции из 

N = 100 человек на протяжении 14 дней с параметрами: β = 0.01853, γ = 0. 485, b 

= 0.012 и начальными условиями: I(0) = 1, S(0) = N-I(0). 

Большинство эпидемиологических моделей предполагают, что все 

параметры точно известны. Однако распространение эпидемий зачастую 

происходят стихийно, то есть распространение болезни – случайный процесс. В 

таких случаях можно рассматривать не детерминированную модель, а 

стохастическую интерпретацию.  

Одним из способов задания стохастических моделей является 

использование дискретных Марковских цепей (DTMC). Этот подход описывает 

появление случайных событий в виде вероятностей переходов из одного 

состояния системы в другое, при этом процесс перехода системы в новое 
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состояние зависит лишь от нынешнего состояния, не учитывая обстоятельства 

того, как она попала в это состояние [5].  В каждый момент времени в 

зависимости от размера популяции, система может находиться в одном из 

 (𝑁𝑁 + 1)(𝑁𝑁 + 2)/2 состояний. Пример марковского графа SIRS модели для 

популяции из 4 особей представлен на рисунке 3. Здесь состояние 15, 

соответствующее набору (S, I, R) = (N, 0, 0), является поглощающим.  

 
Рис.  3 – Граф DTMC SIRS модели 

 

В общем случае переход из одного состояния в другое задается матрицей 

перехода, где элемент 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖, есть вероятность перехода из состояния j в состояние 

i. Для модели SIRS каждое состояние марковской цепи задается парой (s, i). 

Матрица перехода задается следующим образом: 

𝑝𝑝(𝑠𝑠+𝑘𝑘,𝑖𝑖+𝑖𝑖),(𝑠𝑠,𝑖𝑖)(𝛥𝛥𝑡𝑡) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝛽𝛽𝛽𝛽𝑐𝑐/𝑁𝑁𝛥𝛥𝑡𝑡,
𝛾𝛾𝛽𝛽𝛥𝛥𝑡𝑡,

𝑏𝑏(𝑁𝑁 − 𝑐𝑐 − 𝛽𝛽)𝛥𝛥𝑡𝑡,
1 − 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑐𝑐/𝑁𝑁𝛥𝛥𝑡𝑡 − [𝛾𝛾𝛽𝛽 + 𝑏𝑏(𝑁𝑁 − 𝑐𝑐 − 𝛽𝛽)]𝛥𝛥𝑡𝑡,

0,

(𝑘𝑘, 𝑗𝑗) = (−1,1)
(𝑘𝑘, 𝑗𝑗) = (0,−1)
(𝑘𝑘, 𝑗𝑗) = (1,0)    
(𝑘𝑘, 𝑗𝑗) = (0,0)    

иначе

 

Анализ стохастической модели SIRS производился в прикладном пакете 

MATLAB. Были построены графики изменения числа инфицированных (I) в 

стохастическом и детерминированных случаях. На графиках (Рис. 4-6) 
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представлены варианты развития эпидемии. В качестве исходных параметров 

модели выступают данные, представленные выше, частота переходов между 

состояниями 𝛥𝛥𝑡𝑡 = 0.01. 

 
Рис. 4 – Изменение числа инфицированных (1 случай) 

 

 
Рис. 5 – Изменение числа инфицированных (2 случай) 
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Рис. 6 – Изменения числа инфицированных (3 случай) 

 

Оба подхода в результате дают схожий характер развития эпидемии. 

Детерминированная модель остается постоянной при неизменных параметрах, а 

стохастическая модель учитывает случайность рассматриваемого процесса и 

позволяет определить наиболее вероятное развитие эпидемии. Помимо этого, 

при использовании Марковских цепей, учитывается, что количество 

инфицированных, выздоровевших и восприимчивых являются целыми числами. 
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