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Аннотация 

В работе представлен результат, описывающий нижнюю и верхнюю оценки 
числа решетчатых разбиений плоскости на полигексы заданной площади. То 
есть таких разбиений, при которых любую фигуру разбиения можно перевести 
параллельным переносом в любую другую фигуру разбиения, и при этом все 
разбиение переходит в себя.  В доказательстве нижней оценки использована 
явная конструкция, позволяющая построить требуемое число решетчатых 
разбиений плоскости. Доказательство верхней оценки для разбиений  основано  
на критерии существования решетчатых разбиений плоскости на полигексы, а 
также на теории самонепересекающихся блужданий. 
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Abstract  

We study a problem about  a number of lattice plane tilings by the given area  
polyhexes. The  tiling we call the lattice tiling if any pair of tiles are connected by the 
translation that maps tiling to itself. In the proof of a lower bound we give an explicit 
construction of required lattice plane tilings. The proof of  an upper bound is based 
on a criterion of  the existence of  lattice plane tiling by polyhexes, and on the theory 
of self-avoiding walks on a  lattice. 

Keywords: tilings, lattice tilings, polyomino, polyhexes, the self-avoiding walks. 

 

Введение.        Полигекс представляет собой связную геометрическую фигуру 
на плоскости, составленную из конечного числа правильных шестиугольников 
площади 1, таких, что каждый шестиугольник, входящий в полигекс, имеет 
общее целое ребро с каким-либо другим шестиугольником этого полигекса. 
Отметим, что полигексы можно рассматривать как конечные подмножества 
шестиугольного паркета со связной внутренностью. Полигексы изучались в 
работах  Голомба [1], Гарднера [2], Роадса [3], Майерса [6], Малеева [5] и 
других авторов. В популяризацию математических задач, связанных с 
полигексами, большой вклад внес Гарднер, включив соответствующие главы в 
свои книги. 

Разбиение плоскости на полигоны (ячейки) называется решетчатым, 
если любой полигон (ячейку) можно перевести в любой другой полигон 
(ячейку) разбиения параллельным переносом, совмещающим все разбиение с 
собой. Иными словами, разбиение на полигоны считается решетчатым, если 
существует группа трансляций (параллельных переносов) плоскости, которая 
действует на множестве ячеек транзитивно. Очевидно, что решетчатые 
разбиения являются подмножеством трансляционных разбиений. Мы 
рассматриваем решетчатые разбиения плоскости на полимино и полигексы, 
гомеоморфные диску.       Два разбиения плоскости будем называть 
эквивалентными, если существует движение плоскости, переводящее одно 
разбиение в другое.    Мы будем рассматривать разбиения плоскости на 
гомеоморфные диску полигексы и предполагать, что решетка периодов 
разбиения является подрешеткой целочисленной гексагональной решетки. 
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Пусть площадь полигекса n , то есть полигекс состоит из n  шестиугольников 
единичной площади каждый.   Возникает вопрос о подсчете числа ( )t n  
решетчатых разбиений на полигексы заданной площади n . Числа ( )t n  для 
малых значений n  были вычислены в работах  Глена Роудса и Малеева А.В.. 
Ранее похожий результат был приведен для решетчатых разбиений плоскости 
на полимино  [7]. Мы докажем здесь следующее утверждение. 

Теорема. Для числа ( )t n  решетчатых разбиений плоскости на полигексы 
заданной площади n , решетка периодов которой является подрешеткой 
гексагональной решетки, справедливы следующие оценки:  

3
1 22 ( ) (3,42)n nC t n C n⋅ ≤ ≤ . 

Доказательство нижней оценки. Рассмотрим произвольную 
последовательность из нулей и единиц длины n . Восстановим по ней полигекс 
из 1n +  шестиугольника единичной площади. Способ стыковки задан 0 и 1, а 
именно: 0, если следующий шестиугольник смежен с предыдущим по нижнему 
горизонтальному ребру; 1, если смежен по боковому правому нижнему ребру. 
Таким образом, любой такой последовательности будет поставлен полигекс в 
соответствие. Количество таких полигексов, определяемых 
последовательностью длины n , будет 2n . Надо заметить, что некоторые 
разбиения могут совпадать из-за имеющихся осей симметрии у 
шестиугольников. Этим объясняется появление константы 1C  в оценке снизу. 

Доказательство верхней оценки. Вместо площади будем фиксировать 
периметр полигекса. Пусть ( )t p′  -- число решетчатых разбиений плоскости на 
полигексы полупериметра p . Периметр произвольного полигекса есть четное 
число, поэтому определение корректно. Для решетчатых разбиений критерий 
Конвея устанавливает при каких условиях полигекс задает решетчатое 
разбиение, а именно: 

Теорема. Полигекс порождает решетчатое разбиение плоскости тогда и только 
тогда, когда граница полигекса может быть разбита на 6 частей abcdef таких, 
что a  переходит в d  параллельным переносом, остальные части центрально-
симметричны, причем некоторые части могут быть пустыми. При этом 
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различным разбиениям границы полигекса соответствуют различные 
решетчатые разбиения плоскости на данный полигекс. 

Из работы [4] известно, что число ( )m l  самонепересекающихся 
блужданий длины l  на шестиугольной решетке не превосходит 

( )( 2 2 )lC ε ε+ + . Очевидно, что 0,  0,  0.a b cl l l≥ ≥ ≥  Для числа ( )t p′   

решетчатых разбиений плоскости на равные полигексы полупериметра p  
справедлива оценка: 

1 2 3 1
,

2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 2 2 )

( 2 2 ) ( 2 2 ) ( ) ( 2 2 )

a

a b c a b c

a b c
b c

a b c

l

a b c
l l l p l l l p

l l l
l l

l l l p

t p m l m l m l C C C

C

ε ε ε ε

ε ε ε ε

+ + = + + =

+ +

+ + =

′ ′ ′ ′≤ ≤ ⋅ + + ⋅

′+ + + + ≤ ⋅ + +

∑ ∑

∑
 

Последнее неравенство получается с учетом 1 2 3{ , , }maxε ε ε ε= . 

( ) ( 2 2 ) ( ) ( 2 2 )
a b c

a b c a b c

l l l p

l l l p l l l p
C Cε ε ε ε

+ +

+ + = + + =

′ ′+ + ≤ ⋅ + + =∑ ∑  

2( )( 2 2 ) 1 ( )( 2 2 ) .
a b c

p p

l l l p
C C pε ε ε ε

+ + =

′ ′′= + + ≤ + +∑  

Поскольку связь между полупериметром полигекса и его площадью 2 1p n≤ + , 
то имеют место следующие оценки:  

2 1 2 1
2

1 1
( ) ( ) ( ) ( 2 2 ) .

n n
p

p p
t n t p C pε ε

+ +

= =

′ ′′≤ ≤ + +∑ ∑  

Заменим последнее выражение на интеграл 
2 1

2

1

( ) ( 2 2 )
n

xC x dxε ε
+

′′ + +∫ , и, 

учитывая, что 2 2 2 2
3 3 ( ( ) 2 ( ) 2),

kx
kx ax a dx k ln a x k lna x

k ln a
= − +∫  получаем 

2 2( ) ( )(2 1) ( 2 2 ) nt n C nε ε′′′≤ + + + , где ( )C ε′′′  некоторая константа. Для 

последней скобки ограничимся неравенством 2 2 1,85ε+ + ≤ , и, заменяя 
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константу ( )C ε′′′  на C , имеем оценку 3 2( ) (2 1) 1,85 nt n C n≤ + . Занося все 
константы в константу 2C , получаем окончательную верхнюю оценку для 
числа решетчатых разбиений плоскости на равные полигексы заданной 
площади      

3
2( ) 3,42nt n C n≤ ⋅ . 
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