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Постановка задачи.Рассмотрим уравнение смешанного типа  

 0,=ss uuxgnuygnLu yyxx λ−⋅+⋅≡     (1) 

где  
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,0λ ,1λ 2λ - заданные действительные параметры, в области ,D ограниченной: 1) 

гладкой кривой ,Γ  лежащей в первой четверти плоскости ),( yx  с концами в 

точках ,0)( 11 lA  и ),(0, 22 lA 0;>, 21 ll  2) характеристиками 1OC 0)=( yx +  и 

11AC )=( 1lyx −  уравнения (1) при 0;<0,> yx  3) характеристиками 

2OC 0)=( yx +  и 22 AC )=( 2lxy −  при 0,>0,< yx  где 

),
2

,
2

(= 11
1

llC − ),
2

,
2

(= 22
2

llC − (0,0).=O  

Обозначим 

0},>0,>{=0 yxDD ∩ 0},<0,>{=1 yxDD ∩ 0}.>0,<{=2 yxDD ∩  

В области D  для уравнения (1) поставим следующую задачу Трикоми. 

 Задача T. Найти функцию ),,( yxu  удовлетворяющую условиям: 

 ),(C)(C)(C),( 210
21 DDDDDyxu ∪∪∩∩∈      (1) 

 ,),(0,),( 210 DDDyxyxLu ∪∪∈≡      (2) 

 ,),(),,(=|),( Γ∈Γ yxyxyxu ϕ      (3) 

 ,),(),,(=|),( 21
21

CCyxyxCCyxu ∈ψ      (4) 

где ϕ  и ψ -  заданные достаточно гладкие функции. 

Ранее разными авторами изучалась задача Трикоми для модельных 

уравнений смешанного типа с двумя линиями изменения типа  

 0,=ss 2uuxgnuygnLu yyxx µ−⋅+⋅≡     (5) 

0,=ss 2uuygnuxgnLu yyxx µ−⋅+⋅≡     (6) 

0,=)(s 2uuxygnuLu yyxx µ−⋅+≡     (7) 
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0,=)(s 2uuuxygnLu yyxx µ−+⋅≡     (8) 

 где const=2µ  - действительный или комплексный параметр. 

В работе [8] получено, что задача Трикоми для уравнения (7) имеет 

единственное решение при 02 >µ . 

В работе [9] показано, что задача Трикоми для уравнения (9) имеет 

единственное решение при 0,>)(R 2µe ,22
)(R
)(J22 2

2

≤≤−
µ
µ

e
m  где .= 21

2 λλµ i+  

т.е. в случае действительного параметра 2µ  единственность доказана при 0>2µ . 

Очевидно, уравнение (1) обобщает все уравнения (6) - (9): 

1) уравнение (6) получается из (1) при ;=== 2
210 µλλλ  

2) уравнение (7) получается из (1) при ;=== 2
210 µλλλ−  

3) уравнение (8) получается из (1) при ;=== 2
210 µλλλ −−  

4) уравнение (9) получается из (1) при ;=== 2
210 µλλλ −  

§2. Вспомогательные утверждения 

 Определение. Под регулярным решением уравнения (1) в области D  

понимается функция ),,( yxu  удовлетворяющая условиям (2), (3) и имеющая 

непрерывные частные производные xu  и yu  в ,0D  за исключением, быть может, 

точек ,O ,1A ,2A  где они могут иметь особенности интегрируемого порядка. 

В областях 1D  и 2D  для уравнения (1) рассмотрим следующие задачи 

Дарбу: 

 Первая задача Дарбу. 1). Найти в области 1D  решение ),( yxu  уравнения 

(1), удовлетворяющее условиям:  

 ],[0,),(=,0)( 11 lxxxu ∈τ      (9) 
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 ],
2

[0,0,=),( 1lxxxu ∈−      (10) 

где )(1 xτ - заданная функция. 

2). Найти в области 2D  решение ),( yxu  уравнения (1), удовлетворяющее 

условиям:  

 ],[0,),(=)(0, 22 lyyyu ∈τ     (11) 

 ],
2

[0,0,=),( 2lyyyu ∈−      (12) 

где )(2 yτ - заданная функция. 

 Вторая задача Дарбу. 1) Найти в области 1D  решение ),( yxu  уравнения 

(1), удовлетворяющее условиям (11) и  

 ),(0,),(=,0)( 11 lxxxuy ∈ν     (13) 

где )(1 xν - заданная функция. 

2) Найти в области 2D  решение ),( yxu  уравнения (1), удовлетворяющее 

условиям (13) и  

 ),(0,),(=)(0, 22 lyyyux ∈ν    (14) 

где )(2 yν - заданная функция. 

Имеют место следующие утверждения. 

 Теорема 1. 1) Если ),(0,C][0,C)( 1
2

11 llx ∩∈τ ],[0,)(' 111 lLx ∈τ 0,=(0)1τ  то 

существует единственное решение задачи (1), (10)  и (11),  и оно определяется 

формулой  

 [ ] ,
))((

))(()()(=),( 11
1

0
11 dt

tyxtyx
tyxtyxJtyyxyxu

yx

−−−+
−−−+

++ ∫
+ µ
τµτ   (15) 

где )(1 zJ - функция Бесселя.  

2) Если ),(0,C][0,C)( 2
2

22 lly ∩∈τ ],[0,)(' 212 lLy ∈τ 0,=(0)2τ  то существует 
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единственное решение задачи (1), (12)  и (13),  и оно определяется формулой 

 [ ] .
))((

))(()()(=),( 21
2

0
22 dt

txytxy
txytxyJtxxyyxu

xy

−−−+
−−−+

++ ∫
+ µ
τµτ   (16) 

 Теорема 2. 1) Если ],[0,)(0,C)( 111
1

1 lLlx ∩∈ν  то существует единственное 

решение задачи (1), (11)  и (14),  и оно определяется формулой  

 [ ] ,))(()(=),( 101
0

dttyxtyxJtyxu
yx

−−−+∫
+

µν    (17) 

2) Если ],[0,)(0,C)( 212
1

2 lLlx ∩∈ν  то существует единственное решение 

задачи (1), (13)  и (15),  и оно определяется формулой  

 [ ] ,))(()(=),( 202
0

dttxytxyJtyxu
xy

−−−+∫
+

µν    (18) 

Доказательство теорем 1пункт 1) и 2 пункт 1) приведено в [7], а формулы 

(17) и (19) получаются из (16) и (18) заменой x  на ,y y  на x  в силу 

симметричности уравнения (1) и областей 1D  и 2D  относительно прямой .= xy  

Из формулы (16) получим:  

 [ ] .<<0,)()()('=)(=,0)( 11
11

0
111 lxdtt

tx
txJxxxu

x

y τµµτν
−
−

+ ∫   (19) 

 Аналогично из (17) будем иметь:  

 [ ] .<<0,)()()('=)(=)(0, 22
21

0
222 lydtt

ty
tyJyyyu

y

x τµµτν
−
−

+ ∫   (20) 

С учетом формул (18) и (19) получим  

 [ ] ,0,)()(=)( 1110
0

1 lxdtttxJx
x

≤≤−∫ νµτ    (21) 

 [ ] .0,)()(=)( 2220
0

2 lydtttyJy
y

≤≤−∫ νµτ    (22) 

Докажем вспомогательные утверждения. 
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 Лемма 1. Если 0,= 2
11 ≥µλ  то для любого регулярного решения уравнения 

(1)  имеет место при любом ][0, 1lx∈  неравенство 

 0.)()(=,0)(,0)(= 11
00

1 ≥∫∫ dtttdttutuJ
x

y

x

ντ     (23) 

 Доказательство. С учетом (20) преобразуем интеграл:  

[ ] [ ] .)()()()(
2
1=)()()(')(= 1

11

0
1

0
1

2
11

11

0
111

0
1 dsdts

st
stJtxdtdss

st
stJttJ

txtx

τµτµττµµττ
−
−

+







−
−

+ ∫∫∫∫  (24) 

Используем интегральное представление функции Бесселя [1] 

,)(cos)(1
21/2)(

2=)( 1/22
1

0

ξξξ
π

dzz
q

zJ q
q

q
−−








+Γ ∫  

где )(⋅Γ - гамма-функция, ,
2
1>R −qe  тогда  

.)(cos)(12=)( 1/22
1

0
1 ξξξ

π
dzzzJ −∫  

Тогда выражение (25) примет вид  

0,)],(),([12)(
2
1= 2

2
2

1
2

1

0

2
12

11 ≥+−+ ∫ ξξξξ
π
µτ dxFxFxJ  

где  

.)(sin)(=),(,)(cos)(=),( 11
0

211
0

1 dssstFdssstF
tt

ξµτξξµτξ ∫∫  

Тем самым справедливость оценки (24) доказана. 

 Лемма 2. Если 0,2 ≥λ  то для любого регулярного решения уравнения (1)  

имеет место при любом ][0, 2ly∈  неравенство 

 0.)()(=)(0,)(0,= 22
00

2 ≥∫∫ dtttdttutuJ
y

x

y

ντ    (25) 

Доказательство. С учетом (20) преобразуем интеграл:  
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 [ ] .)()()()(
2
1= 2

22

0
2

0
2

2
22 dsdts

st
stJtyJ

ty

τµτµτ
−
−

+ ∫∫    (26) 

Используем интегральное представление функции Бесселя [1] 

,)(cos)(1
21/2)(

2=)( 1/22
1

0

ξξξ
π

dzz
q

zJ q
q

q
−−








+Γ ∫  

где )(⋅Γ - гамма-функция, ,
2
1>R −qe  тогда  

.)(cos)(12=)( 1/22
1

0
2 ξξξ

π
dzzzJ −∫  

Тогда выражение (27) примет вид  

0,)],(),([12)(
2
1= 2

2
2

1
2

1

0

2
22

22 ≥+−+ ∫ ξξξξ
π
µτ dyFyFxJ  

где  

.)(sin)(=),(,)(cos)(=),( 22
0

222
0

1 dssstFdssstF
tt

ξµτξξµτξ ∫∫  

Тем самым справедливость оценки (26) доказана. 

Далее изучим единственность решения задачи Т для уравнения (1) при 

0,<1λ 0.<2λ  В этом случае 

,== 111 αµλ i 0,>||= 11 λα ,== 222 αµλ i 0,>||= 22 λα  тогда в формулах (22) и 

(23) перейдем к модифицированным функциям Бесселя:  

)].([=)]([)],([=)]([ 20201010 tyItyJtxItxJ −−−− αλαλ  

 Лемма 3. Если 0,<1λ  то для любого регулярного решения уравнения (1) 

имеет место при любом ][0, 1lx∈  неравенство 

0,,0)(,0)(= 12

0
1

≥−∫ dttutueJ y
ta

x

a  

где .c= 11 α≥onsta  
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 Доказательство. На основании формулы (22) преобразуем интеграл:  

.)()]([)(= 110
0

1
2

0
1

1 dssstIdtteJ
t

ta
x

a ναν −∫∫ −  

В последнем интеграле заменим функцию )(0 zI  ее интегральным 

представлением  

,)(11=)( 1/22
1

1
0 dttezI zt −−

−

−∫π
 

тогда  

0]),()2()),([
1

1
2
1= )1(22

0
11

1(22

2

1

1
1

11 ≥++
−

+−+−

−
∫∫ ξξξαξ

ξπ
ξαξα ddtetFaexfJ at

x
ax

a  

т.к. 0.1111 ≥−≥+ αξα aa  

Здесь использовано обозначение .)(=),( 1
0

1 dssetF s
t

νξ ξα∫  

 Лемма 4. Если 0,<2λ  то для любого регулярного решения уравнения (1)  

имеет место при любом ][0, 2ly∈  неравенство 

0,)(0,)(0,= 22

0
2

≥−

∫ dttutueJ x
ta

y

a  

где .c= 22 α≥onsta  

 Доказательство. На основании формулы (22) преобразуем интеграл:  

.)()]([)(= 220
0

2
22

0
2

dssstIdtteJ
t

ta
y

a ναν −∫∫
−  

В последнем интеграле заменим функцию )(0 zI  ее интегральным 

представлением [1] 

,)(11=)( 1/22
1

1
0 dttezI zt −−

−

−∫π
 

тогда  
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0])),()2(),([
1

1
2
1= 22 2(22

0
22

)2(22

2

1

1
2

≥++
−

+−+−

−
∫∫ ξξξαξ

ξπ
ξαξα ddtetFaeyfJ at

y
ay

a т.к. 

0.2222 ≥−≥+ αξα aa  

Здесь использовано обозначение .)(=),( 2
0

1 dssetF s
t

νξ ξα∫  

 Лемма 5. Если 0,1 ≥λ  то для любого регулярного решения уравнения (1)  

имеет место при любом ][0, 1lx∈  неравенство 

0,,0)(,0)(= 12

0
1

≥−

∫ dttutueJ y
ta

x

a  

где 0.c=1 ≥onsta  

 Доказательство. Преобразуем интеграл  

=)()]([)(= 110
0

1
12

0
1

dssstJdtteJ
t

ta
x

a νλν −∫∫
−  


 ++

−
−−

∫∫ dttFeaetF ta
x

ta ),(2),(
1

11= 2
1

12

0
1

122
12

1

0

ξξ
ξπ

 

0,),(2),( 2
2

12

0
1

122
2 ≥

++ −−

∫ ξξξ ddttFeaetF ta
x

ta  

где  

.)(sin)(=),(,)(cos)(=),( 11
0

211
0

1 dssstFdssstF
tt

ξλνξξλνξ ∫∫  

Тем самым справедливость леммы доказана.  

Исследование единственности 

 Случай 1. 0,1 ≥λ 02 ≥λ . 

 Теорема 3. Если в классе регулярных решений уравнения  (1)  в области 

D  существует решение задачи Т, то оно единственно при всех 0,1 ≥λ 02 ≥λ  и 
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,>0 p−λ  где ,
m9

4=
0Des

p 0m Des - мера области .0D  

 Доказательство. Пусть ),( yxu - решение однородной задачи Т из класса 

регулярных решений уравнения (1). Отойдем от границы области 0D  внутрь нее 

на расстояние 0>ε  от кривой Γ  и на расстояние 0>δ  от отрезков 1OA  и ,2OA  

образовавшуюся подобласть обозначим .0
εδD  

Рассмотрим интеграл  

0.=)( 0

0

dxdyuuuu yyxx
D

λ
εδ

−+∫∫  

После интегрирования по частям и перехода к пределу при 0,→ε 0,→δ  на 

основании формулы Грина, с учетом условия 0,=|Γu  получим  

 0.=)()()()()( 22

2

0
11

1

0

2
0

22

0

dyyydxxxdxdyuuu
ll

yx
D

ντντλ ∫∫∫∫ ++++   (27) 

Отсюда при 0,0 ≥λ 0,1 ≥λ 02 ≥λ  в силу лемм 1 и 2 следует, что 0),( ≡yxu  в 

.0D  Тогда 0),( ≡yxu  в .D  

Пусть теперь 0,1 ≥λ 02 ≥λ  и 0.<< 0λp−  Тогда из равенства (28) имеем:  

.)( 2

0

0
22

0

dxdyudxdyuu
D

yx
D

∫∫∫∫ −≤+ λ  

С другой стороны, в силу аналога неравенства Пуанкаре – Фридрихса, 

имеем  

,)(m
4
9 22

0

0
2

0

dxdyuuDesdxdyu yx
DD

+≤ ∫∫∫∫  

т.е.  

,)()( 22

0

022

0

dxdyuu
p

dxdyuu yx
D

yx
D

+−≤+ ∫∫∫∫
λ  
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 0.)()(1 22

0

0 ≤++ ∫∫ dxdyuu
p yx

D

λ     (28) 

Если 0,>1 0

p
λ

+ то неравенство (29) возможно лишь при 0.),( ≡yxu  

Отсюда при 0<< 0λp−  и 0,1 ≥λ 02 ≥λ  следует, что 0),( ≡yxu  в .D  

Теорема доказана. 

 Случай 2. 0,<1λ 0<2λ . 

 Теорема 4. Если в классе регулярных решений уравнения  (1)  существует 

решение задачи Т, то оно единственно при всех 0,<1λ 0<2λ  и .> 210 p−−− λλλ  

 Доказательство. Пусть ),( yxu - решение однородной задачи Т из класса 

регулярных решений уравнения (1). 

Введем функцию ),,()(exp=),( 21 yxuyaxayxw −−  где ,||= 11 λa ,||= 22 λa  

тогда ),,()(exp=),( 21 yxwyaxayxu +  

),(exp)(exp2)(exp= 2121121
2
1 yaxawyaxawayaxawau xxxxx +++++  

).(exp)(exp2)(exp= 2121221
2
2 yaxawyaxawayaxawau yyyyy +++++  

И уравнение примет вид  

0.=)(22 0
2
2

2
121 waawawaww yxyyxx λ−+++++  

Рассмотрим интеграл  

0.=))(22( 0
2
2

2
121

0

dxdywaawawawww yxyyxx
D

λ
εδ

−+++++∫∫  

Интегрируя по частям и переходя к пределу при 0,→ε 0,→δ  получим  

+−+−+∫∫ dxdywaaww yx
D

))(( 2
0

2
2

2
1

22

0

λ  

0.=)(0,)(0,,0)(,0)( 22
2

0

12
1

0

dyyuyuyedxxuxuxe x
a

l

y
a

l
−−

∫∫ ++   (29) 
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 Отсюда в силу лемм 3 и 4 при 0,<1λ 0<2λ  и )( 210 λλλ +−≥  следует 

единственность решения задачи Т для уравнения (1). 

Пусть теперь .<< 21021 λλλλλ −−−−− p  Тогда из равенства (30) аналогично 

доказательству теоремы 3 будем иметь  

,)()()( 22

0

0212

0

021
22

0

dxdyww
p

dxdywdxdyww yx
DD

yx
D

+
++

≤++−≤+ ∫∫∫∫∫∫
λλλλλλ  

0.)()(1 22

0

021 ≤+
++

− ∫∫ dxdyww
p yx

D

λλλ  

Поэтому при условии 0>210 p+++ λλλ  получим единственность решения 

задачи Т. 

 Случай 3. 0,1 ≥λ 0<2λ . 

 Теорема 5. Если в классе регулярных решений уравнения  (1)  существует 

решение задачи Т, то оно единственно при всех 0,1 ≥λ 0<2λ  и .> 210 p−− λλλ  

 Доказательство. Введем функцию ),,()(exp=),( 21 yxuyaxayxw −−  где 

,= 11 λa ||= 22 λa  и рассмотрим интеграл  

0.=))(22( 0
2
2

2
121

0

dxdywaawawawww yxyyxx
D

λ
εδ

−+++++∫∫  

Интегрируя по частям и переходя к пределу при 0,→ε 0,→δ  получим  

+−+−+∫∫ dxdywaaww yx
D

))(( 2
0

2
2

2
1

22

0

λ  

0.=)(0,)(0,,0)(,0)( 22
2

0

12
1

0

dyyuyuyedxxuxuxe x
a

l

y
a

l
−−

∫∫ ++   (30) 

 Отсюда в силу лемм 4 и 5 при 0,1 ≥λ 0<2λ  и 210 λλλ −≥  следует 

единственность решения задачи Т для уравнения (1). 

Пусть теперь .<< 21021 λλλλλ −−− p  Тогда из равенства (31) получим  
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,)()()( 22

0

0212

0

021
22

0

dxdyww
p

dxdywdxdyww yx
DD

yx
D

+
−−

≤−−≤+ ∫∫∫∫∫∫
λλλλλλ  

0.)()(1 22

0

021 ≤+
−−

− ∫∫ dxdyww
p yx

D

λλλ  

Поэтому при условии 0>210 p++− λλλ  получим единственность решения 

задачи Т. 

 Случай 4. 0,<1λ 02 ≥λ . 

 Теорема 6. Если в классе регулярных решений уравнения  (1)  существует 

решение задачи Т, то оно единственно при всех 0,<1λ 02 ≥λ  и .> 210 p−+− λλλ  

 Доказательство. Введем функцию ),,()(exp=),( 21 yxuyaxayxw −−  где 

,= 11 λa ||= 22 λa  и рассмотрим интеграл  

0.=))(22( 0
2
2

2
121

0

dxdywaawawawww yxyyxx
D

λ
εδ

−+++++∫∫  

Интегрируя по частям и переходя к пределу при 0,→ε 0,→δ  получим  

+−+−+∫∫ dxdywaaww yx
D

))(( 2
0

2
2

2
1

22

0

λ  

 0.=)(0,)(0,,0)(,0)( 22
2

0

12
1

0

dyyuyuyedxxuxuxe x
a

l

y
a

l
−−

∫∫ ++   (31) 

 Отсюда в силу лемм 4 и 5 при 0,2 ≥λ 0<1λ  и 120 λλλ −≥  следует 

единственность решения задачи Т для уравнения (1). 

Пусть теперь .<< 12012 λλλλλ −−− p  Тогда из равенства (32) получим  

.)()()( 22

0

0122

0

012
22

0

dxdyww
p

dxdywdxdyww yx
DD

yx
D

+
−−

≤−−≤+ ∫∫∫∫∫∫
λλλλλλ  

0.)()(1 22

0

012 ≤+
−−

− ∫∫ dxdyww
p yx

D

λλλ  

Поэтому при условии 0>120 p++− λλλ  получим единственность решения 
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задачи Т. 

 Рассмотрим частные случаи соотношений между .iλ  

1) Если λλλλ === 021  (т.е. случай уравнения (6)), то решение задачи 

Трикоми будет единственно при )./3,(0 +∞−∈ pλ  

2) Если λλλλ === 021 −  (уравнение (7)), то решение единственно при 

).,(0 pp−∈λ  

3) Если λλλλ === 021 −  (уравнение (8)), то решение единственно при 

)./3,(0 pp−∈λ  

4) Если λλλλ === 021 −−  (уравнение (9)), то решение единственно при 

)./3,(0 pp−∈λ  

Таким образом, сравнивая приведенные результаты с [8], видим, что 

получено уточнение областей единственности решения поставленной задачи 

(2)-(5). 
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